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Resumo

Modelos envolvendo Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO) de Segunda Ordem estao
presentes em problemas de varias areas das Ciéncias Exatas e da Terra, através de
aplicacoes em mecanica dos fluidos, conducao de calor, circuitos elétricos e fenémenos
eletromagnéticos. Nesse sentido, o presente trabalho traz um estudo sobre essas equacgoes,
perpassando pelos conceitos fundamentais das de primeira ordem até os das de segunda
ordem. Como exemplificacao, trouxemos dois problemas modelados matematicamente,
sendo um para detecgdo de diabetes e outro, um circuito em série Resistor (R), Indutor
(L) e Capacitor (C), isto é, em série RLC'. Inicialmente, desenvolvemos analiticamente os
dois problemas, através do detalhamento de como todos os calculos foram feitos, e a outra
foi feita através de um applet elaborado no software GeoGebra durante um projeto de
iniciacao tecnoldgica desenvolvido no Instituto Federal de Alagoas - Campus Maceié, com
a finalidade de os alunos poderem conciliar a parte tedrica com a pratica. A compreensao
dos métodos de solucao trata de uma etapa importante durante o processo de ensino e
aprendizagem das equagoes diferenciais, tendo em vista que s6 foi possivel desenvolver esse
applet mediante o entendimento de como esses métodos funcionam. Concluimos, que a
utilizacao do GeoGebra, em especifico do applet utilizado para trabalhar com as Equagoes
Diferenciais de Segunda Ordem, pode proporcionar uma maior interatividade com os
problemas, tendo em vista que os alunos podem ir alterando os parametros para verificar

o que acontece, por exemplo, com a curva solucao.

Palavras-chaves: Equagoes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem. GeoGebra. Cir-

cuitos Elétricos. Modelo Para Detecgao de Diabetes. Applet.






Abstract

Models involving Ordinary Second Order Differential Equations are present in several
problems in various areas of Exact and Earth Sciences, through applications in fluid
mechanics, heat conduction, electrical circuits and electromagnetic phenomena. In this
sense, the present work presents a study on these equations, covering the fundamental
concepts of first-order to second-order equations. Throughout the development of the work,
with the exception of the analysis via GeoGebra, the independent variable was time, so
that we could also cover Physics students, considering that in general all physical models
are based on this parameter. For the application, we brought two problems involving
mathematical modeling, the first being a model for detecting diabetes and the other
involving a series circuit RLC. Initially, we carried out an analytical analysis of the two
problems, detailing how all the calculations were made, and the other was carried out using
a applet created in software GeoGebra during a technological initiation project developed
at Instituto Federal de Alagoas - Campus Maceié, with the aim of students being able to
combine the theoretical part with the practical part. Understanding the solution methods
is an important step during the process of teaching and learning differential equations,
considering that it was only possible to develop this interactive window by understanding
how these methods work. We concluded, from the analysis of the problems, that the use of
technology aimed at education provides students with a new learning environment through

interactivity and experimentation with different scenarios.

Keywords: Second Order Ordinary Differential Equations. GeoGebra. Electric Circuits.
Model for Detecting Diabetes. Applet.
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Introducao

A histéria das equagoes diferenciais esta diretamente ligada ao desenvolvimento do
calculo diferencial durante o século XVII, em que matematicos renomados como Wilhelm
Leibniz (1646-1716), Isaac Newton (1642-1727) e Pierre de Fermat (1601-1665) abriram
caminho para a compreensao das derivadas e, por consequéncia, para os estudos sobre as
equagoes diferenciais. As solugoes para esses tipos de equacoes, por sua vez, nao eram tao
faceis e exigiam manipulagoes e simplificacoes algébricas envolvendo conceitos rudimentares.
O método conhecido como separacao de variaveis foi concebido por Jakob Bernoulli e
generalizado por Leibniz, sendo esse método um dos primeiros avancos significativos nesse

campo.

No final do século XVII e inicio do XVIII, novos pesquisadores sobre esses tipos
de equagdes comegaram a resolver problemas em campos como da astronomia e da fisica.
Um exemplo de pesquisador foi o Jakob Bernoulli, sendo seu foco para o estudo do
movimento planetario usando os principios de gravidade e do momento desenvolvidos por
Newton. Outrossim, Johann Bernoulli, irmao de Jakob, foi um dos primeiros a utilizar o
calculo de Leibniz e principios de mecanica para modelar fendomenos fisicos que envolviam
equagoes diferenciais. Outro matematico renomado de nome Giacomo Ricatti também
deu contribuicoes positivas para o estudo sobre as equacoes diferenciais, embora tenha
enfrentado bastante desafios devido a falta de ferramentas para resolver casos especiais da

equagao que hoje leva seu nome (Equacao de Ricatti).

Mesmo com todas essas contribuig¢oes desses matematicos, foi apenas com a chegada
de Leonhard Euler (1707-1783) que as equagdes diferenciais comegaram a ser profundamente
compreendidas. Euler fez estudos minuciosos sobre as propriedades das fungoes, desenvolveu
procedimentos para solucionar uma grande variedade de equagoes além de introduzir o
método de variacdo de pardmetros em 1739. A medida que o século XIX avancava,
matematicos como Gauss, Cauchy e Lipschitz desenvolveram teoremas de existéncia para

solugoes de equacoes diferenciais de primeira ordem.

De acordo com Boyce e DiPrima (2020), as equagoes lineares de segunda ordem
tem uma relevancia importante nos estudos das equacoes diferenciais, apresentando uma
estrutura tedrica rica em que parte consideravel dessa estrutura é possivel compreender
mesmo por aqueles com conhecimentos elementar em matematica. Ainda segundo o autor,
o uso de um computador pode ser uma ferramenta bastante ttil no estudo das equacoes
diferenciais, mas devemos considerar as circunstancias para melhor aproveitamento desse

recurso.

Para Bassanezi (2002), a modelagem matemética consiste na transformacao de
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um problema da realidade para um matematico em que resolvemos e interpretamos as
solucoes na linguagem do mundo real. Nesse sentido, a justificativa para a escolha do
tema deste trabalho esta na relevancia das Equagoes Diferenciais Ordinarias de Segunda
Ordem na modelagem de problemas com aplicabilidade no cotidiano que envolvem a
multidisciplinaridade, como é o caso dos dois problemas escolhidos para serem analisados

neste trabalho.

Desse modo, o presente trabalho tem por objetivo aprofundar o estudo das Equacgoes
Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem através da abordagem analitica e com a
utilizagao do software GeoGebra em dois problemas especificos. A partir dos préximos
capitulos, antes de partirmos para os conceitos das EDOs de segunda ordem, iremos explorar
os conceitos fundamentais das de primeira ordem, estaremos apresentando as principais
ferramentas desse software voltadas as equacoes diferenciais e, por fim, realizaremos as
analises desses dois problemas, sendo um envolvendo um modelo para deteccao de diabetes

e outro na area de circuitos elétricos.



1 Introducao as Equacoes Diferenciais Ordi-

narias de Primeira Ordem

De inicio, iremos falar brevemente sobre os conceitos fundamentais das equagoes
diferenciais de primeira ordem, tendo em vista que o foco principal deste trabalho sdo
as equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem, mas nao podemos partir para esse
conteiido sem antes falar das de primeira ordem. Deixaremos aqui, como indica¢ao de
referéncia bibliografica para melhor aprofundamento nas Equacoes Diferenciais Ordinarias
de Primeira ordem e possiveis demonstragoes, o livro de Zill (2016) e também o de Boyce
e DiPrima (2020). Outra indicagao de referéncia é Stewart (2013) em que consta, em seu
capitulo 2 e 3, as técnicas de derivacao, e o capitulo 5 fala sobre o conceito de integral que

utilizaremos durante as resolu¢oes de problemas envolvendo as EDOs.

Por motivos de simplificagdo nas expressoes, estaremos representando as derivadas
utilizando a notacao de Lagrange, a saber, seja y(t) uma fungdo que depende do tempo.
Sua derivada serd expressa por 3/(t) ou apenas ¢/, sendo as duas representagoes conhecidas
como a derivada de f com relagdo a t. Ademais, as que estiverem utilizando esse tipo de

representagao, assumiremos que elas dependerdo sempre do tempo (t).

Nesse sentido, nesta secao iremos tratar das equacoes diferenciais ordinarias repre-

sentadas como
y' = f(t,y), (1.1)

em que f trata de uma fungdo que contém duas variaveis, nesse caso, denominadas por t e
y. Seja I um intervalo aberto, se tivermos uma funcao derivavel y = ¢(t) que satisfaga

(1.1), para todo t € I, dizemos que essa fungao é uma solugao da EDO.

1.1 Conceitos Fundamentais

Nesta sec¢ao iremos tratar dos principais conceitos sobre as equagoes diferenciais de
primeira ordem. Para um maior aprofundamento sobre o assunto, ver (BOYCE; DIPRIMA,
2020).

As equagoes diferenciais podem ser classificadas pelo tipo, pela ordem e também por
sua linearidade. No que se refere ao tipo, podemos ter uma Equacao Diferencial Ordinaria
(EDO) ou uma Equagao Diferencial Parcial (EDP). Se as fungoes desconhecidas depender
apenas de uma variavel, chamamos de EDO. Ja as EDPs envolvem derivadas parciais de

uma ou mais fungoes, sendo essas func¢oes dependentes de duas ou mais variaveis.

Exemplo 1.1.1 (EDO). Sao ezemplos de EDOs as sequintes equagoes:
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1.y — 10y = €.
2.y +y =0.
3.y + 2ty =t.

Exemplo 1.1.2 (EDP). Temos como exemplo de EDP a equagao da condugio de calor,

representada como
az(?zu(x,t) _ 8u(:1:,t).
0z? ot

Em relacao a classificacdo pela ordem da equacao, sua especificacao se da pela
ordem da maior derivada presente na equagao. Assim, se em uma equagao contém, por
exemplo, a segunda derivada como sendo a maior, temos que a equagao diferencial é
chamada de segunda ordem. De forma geral, se y esta em funcao de ¢, podemos representar

uma EDO de ordem n como

F (t, v,y Y ,y(”)> =0, (1.2)

sendo F uma funcdo de ¢, e y,7/,...,y™ suas derivadas. No exemplo abaixo, temos,

respectivamente, EDO de primeira, segunda e terceira ordem.

Exemplo 1.1.3.

1.y + 2y = 3t.
2. y" — 5y + 6y = 0.
3. y" + 2y — 3y + 4y = 5t.
Por fim, relativo a linearidade da EDO, chamamos de EDO linear se a funcao F
em (1.2) for linear com relacao a variavel dependente e suas derivadas. De outra forma, a

variavel dependente e suas derivadas aparecem apenas com expoentes iguais a um e nao

estao multiplicadas ou divididas entre si. De forma geral, ela pode ser representada como
ao(t)y"™ + ar()y" Y + -+ an(t)y = g(b), (1.3)

em que cada coeficiente ag, aq, ..., a, dependem apenas da variavel independente ¢. Por
outro lado, a equacao diferencial que nao pode ser escrita como (1.3) é chamada de nao

linear. Abaixo temos exemplos de EDO linear e nao-linear.

Exemplo 1.1.4 (Linear).

1. 2" — 3ty +4y = 0.

Exemplo 1.1.5 (Nao-linear).

1. y/// + 2€ty// + yy/ — Zf4.
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1.2 Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem

Definigao 1.2.1. Dada a equagio diferencial y' = f(t,y), se [ depende linearmente da

varidvel dependente y, entao € possivel escrever f na forma

ft,y) = —p(t)y +g(t),

em que p e g sao fungoes continuas no intervalo aberto a < t < 3. Assim, ao substituirmos

f na equacao diferencial, obtemos a sequinte equacao

y' +p(t)y = g(t), (1.4)

conhecida como a forma geral da equagdo diferencial linear de primeira ordem.
Dessa forma, resolver (1.4) é encontrar fungdes diferencidveis que satisfazem (1.4)
para valores de . E importante lembrar que uma equacao linear nao pode envolver nenhum

termo nao linear (como yy’, ¥y ou sen (y')2). Temos, no exemplo abaixo, EDOs lineares

de primeira ordem.

Exemplo 1.2.1.
1. (5+ %)y + 3ty = 6t.

Para acharmos a solu¢do de uma EDO linear de primeira ordem quando p(t) # 0 e
g(t) # 0, estaremos fazendo uso do método do fator integrante que veremos logo a seguir,
mas se tivermos ou p(t) = 0 ou g(¢) = 0 é possivel encontrar a solugao utilizando algumas

manipulacoes.

No primeiro caso, se p(t) = 0, entao teremos a seguinte equacao

y' = g(). (1.5)

Com isso, ao integrarmos ambos os membros de (1.5), obteremos

/y'dt: /g(t) dt

y(t) = /g(t) dt + k, (1.6)

em que k é a constante de integracao. Assim, a equacao (1.6) é conhecida como solucao

geral da EDO (1.5).

No segundo caso, temos ¢(t) = 0, desse modo, teremos a seguinte equagao
Y +p(t)y = 0. (1.7)

Devemos, agora, tentar fazer algumas manipulagoes em (1.7) de forma a conseguir

uma solucao geral para essa EDO. Para facilitar a visualizagao da manipulagao, vamos
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d
expressar y' = d—i e somar —p(t)y em ambos os membros de (1.7), tendo como resultado a

expressao a seguir

zg+p@y—p@y=0—P@W
ﬁ:fmw. (1.8)

dt
Ao multiplicar (1.8) por —, com y(t) # 0, teremos
)
dt\ dy dt
) 2 = ot -
(y)dt pUy<y>
1
() dy = —p(t)dt. (1.9)
Y
Desse modo, temos que a expressdao do primeiro membro de (1.9) depende de y e a

do segundo membro depende de t, ou seja, as varidveis estao separadas, logo, é possivel

integrar ambos os membros novamente. Assim, sendo y > 0, analogo para y < 0, ficaremos

/(;) dy = /—p(t) dt

lny = /—p(t) dt + k. (1.10)

com

Ao aplicar a exponencial em ambos os membros de (1.10), teremos
exp (ln y) = exp (/ —p(t) dt + k)
o(t) = exp [ —p(tyt) (e
y(t) = e exp (— /p(t) dt). (1.11)

Como €* trata de uma constante, podemos fazer a substituicdo por uma outra constante

C, isto é, C' = e*. Dessa maneira, a solu¢do da EDO (1.7) é

y(t) = Cexp (— /p(t) dt).

1.3 Equacoes Exatas

Definicao 1.3.1. Considerando a equacao na forma
M(t,y) + N(t,y)y' =0, (1.12)
dizemos que tal equagdo € exata se existir uma fungao (t,y) tal que

di(t,y) = M(t,y)dx + N(t,y)dy.
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Assim, se (1.12) é exata, existe uma funcao 1 (t,y) de modo que

T =Mt G = New) (1.13)

em que ¥(t,y) = c trata da solugdo geral da equagao.

1.4 Meétodo dos Fatores Integrantes

O método de fator integrante é utilizado para tornar a equacao (1.12) exata através

da multiplicagao por um fator integrante u(t,y) adequado.

Definicao 1.4.1. Dada a equacao (1.12) e um ponto (ty,yo), se existir uma fungdo
w=p(t,y) tal que
puM + uNy' =0, (1.14)

dizemos que essa funcao € um fator de integracao.

Desse modo, teremos que a equagao (1.14) serd exata se, e somente, se

O(pM) _ o(pN)

dy ot

As situagOes mais simples para encontrar esse fator integrante ocorre quando p é
uma func¢do que ou sé depende de ¢ ou s6 de y. Vamos supor que g ¢ uma fungao sé6 de t,

assim, teremos

dp
(uM)y = pMy,  (uN)e = pNe + N—-

dt’
Dessa maneira, se (M), = (uN);, segue que
di M, — N, ( M, — N, )
or S t) = -yt 1.15
iy = = [ =ta), (1.15)

M, — N,
se o quociente yTt depender somente de t. De forma andloga, quando u = u(y), isto

é, o fator integrante depende somente de y, segue que

dp Ny — M, ( N, — M, )
dy M p(y) = exp / ~dy ) (1.16)
caso o quociente % dependa somente de y.

Exemplo 1.4.1. Resolva a sequinte equagdo diferencial pelo método de fatores integrantes

(2y® + 3t) dt + 2ty dy = 0. (1.17)
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Solucgéo 1.4.1. E possivel observar que a EDO fornecida em (1.17) nao é exata, pois,
sendo M(t,y) = 2y*> + 3t e N(t,y) = 2ty, implica que M, = 4y # 2y = N;. Agora,
precisamos determinar se ela tem um fator integrante que sé depende de t ou sé de y.

Assim, sendo M e N fornecidas anteriormente, temos:

My—N, 4dy—-2y 2y 1

= = =—, t#0.
N 2ty 2ty t’ 7

Com isso, considerando t > 0, andlogo para t < 0, existe um fator de integragdo

p(t) = exp (/ 1 dt> =t =1t

Dessa forma, multiplicando a equagao (1.17) por t, obtemos

dado por

(2ty? + 3t%) dt + 2t*y dy = 0. (1.18)

Assim, temos que a equagio (1.18) é exata, pois, sendo M(t,y) = 2ty* + 3t e
N(t,y) = 2t%y, implica que M, = 4ty = N,. Desse modo, existe uma funcdo ¥ (t,y) tal que

U(t,y) = 2ty* + 3t° (1.19)

by(t,y) = 2t°y. (1.20)

Analogamente ao que fizemos no tépico de equagoes exatas, ao integrar (1.20) com

relacao a y, obtemos
U(t,y) =ty + h(t). (1.21)

Derivando (1.21) com relagao a t e utilizando (1.19), temos

2ty” + 3t* = 2ty® + h'(t)
R'(t) =3t = h(t) =t (1.22)

Portanto, as solugoes da equagao (1.18) e, por consequéncia, da EDO sdo dadas por

Y(ty) =ty +t=c (c = constante.)

1.5 Problema de Valor Inicial (PVI)

Ao resolvermos uma equacao diferencial nés podemos encontrar um conjunto de
solugoes o qual chamamos de solucao geral. Nesse sentido, para encontrarmos a solugao
particular de uma equagao diferencial, nés teremos que tomar como base uma condigao
inicial dessa equagdo, ou seja, quando y(tg) = o, que indica que a curva passa pelo
ponto (to,yo). Dessa forma, se conhecermos algumas condigoes do problema, nés podemos
determinar a solugao particular para a equacao diferencial que foi fornecida. Assim sendo,

temos a seguinte definigao.
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Defini¢ao 1.5.1. Um Problema de Valor Inicial (P.V.I) de uma equagao diferencial de

primeira ordem € dado por

{yzfmw

y(to) = yo,

em que ty e yo sao valores fornecidos pelo problema. A solu¢iao y = ¢(t) deste problema

¢ uma solugao da equagao diferencial y' = f(t,y) que também satisfaz a condicao inicial

d(to) = yo-
Exemplo 1.5.1. Determine a solucao do problema de valor inicial

Y =3y
{y(O) e (1.23)

Solugao 1.5.1. Primeiro, antes de resolvermos, vamos colocar a equagao acima na forma
geral expressada em (1.4):
/

y —3y =0.

Com isso, obtemos a mesma equagio que utilizamos no exemplo (1.4.1), cuja solugao
geral da equagdo é y(t) = kye3t. Pelo P.V.I, quando t = 0, implica que y(0) = 5,7, dessa

forma, temos:

y(0) = koe®©)

koe® = 5,7
k(1) = 5,7
]{72 == 5, 7
Portanto, a solug¢ao do PVI (1.23) é
y(t) = 5,7e*.

A Figura 1 mostra o grifico da solugdo y(t) =5, 7e3.
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Figura 1 — Gréafico da curva solugao y(t).
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Fonte: Autor (2023)

1.6 Equacoes Diferenciais Separaveis

Defini¢ao 1.6.1. Uma EDO do tipo (1.1) é chamada de separdvel se consequirmos separar

as varidveis pelo sinal da igualdade. Desse modo, podemos escrever uma EDO separdvel

como
gy = f(t). (1.24)
Convenientemente, como y = d—i, costumamos escrever a equagao (1.24) na forma
9(y)dy = f(t)dt. (1.25)

Para resolvermos a equagao (1.24), temos que fazer a integracao com relagao a t, o

que nos faz obter

[ty at= [ rt)a. (1.26)

Do lado esquerdo de (1.26) ficaremos apenas com a expressao dependendo de y,

pois se lembrarmos, temos que y' = il = y/dt = dy. Logo, ao efetuar essa alteracao,

dt

[awydy= [ s (1.27)

teremos

Se as fungoes f e g forem continuas, implica que as integrais de (1.27) irdo existir

e conseguiremos obter a solugao geral de (1.24).
Exemplo 1.6.1. Resolva a EDO y' = 2t*> — 3.

Solugao 1.6.1. Para resolvermos a EDO do exemplo (1.6.1), vamos lembrar que neste

d
trabalho estamos representando y' = dit/ Assim, para visualizarmos o termo dt, vamos
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fazer essa substituicao, de tal forma que a EDO do exemplo que estamos resolvendo ficard

com a sequinte forma

dy 2
= =92¢* — 3. 1.28
o (1.28)

Podemos, agora, fazer meio pelos extremos em (1.28) e integrar ambos os lados
utilizando as técnicas conhecidas de integracdo, pois jd estaremos com as varidveis separadas,

isto €, o primeiro membro so dependerd de y e o sequndo so de t. Dessa maneira, teremos

dy = (27 — 3) dt

/dy:/(2t2—3)dt

2
y = §t3 — 3t +k, (1.29)

em que k trata da constante arbitrdria de integracdo. Portanto, a solucao geral da EDO do

exemplo (1.6.1) é dada por
2
y(t) = §t3 —3t+k.

2
A Figura 2 mostra o grdifico das solugoes y(t) = §t3 — 3t + k para valores de k escolhidos.

Figura 2 — Gréfico da solucao para determinados valores de k.
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Fonte: Autor (2023)
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2 Equacoes Diferenciais Ordinarias de Se-

gunda Ordem

Neste capitulo iremos tratar sobre as equacgoes diferenciais ordinarias de segunda
ordem. Para maior aprofundamento sobre o tema ou demonstragdes, ver (YARTEY;
RIBEIRO, 2017)

2.1 Equacoes Diferenciais Lineares de Segunda Ordem

Definicao 2.1.1. Uma equacao diferencial de sequnda ordem expressa por
v'=[f(tyy)
¢ linear se a funcdao f é linear em y ey, ou seja, ela pode ser representada como
Pt)y"+ Q)Y + R(t)y = G(t), (2.1)

em que P, QQ, R e G sdo fungoes continuas definidas em um intervalo aberto I, ou

geralmente pode ser expressa por
y' +pt)y +a(t)y = g(t). (2.2)

Para chegarmos a equacao (2.2), basta dividirmos, se P(t) # 0, a equagao (2.1)
por P(t).

Exemplo 2.1.1. Abaizo temos EDOs lineares de sequnda ordem.
1. 2¢y" — 3y +4y = 0.
2.y + 4y + 4y = e 2,
3. ey + (cos(t) y' + (1+ V) y = 5.

Exemplo 2.1.2. Abaizo temos EDOs nao-lineares de sequnda ordem.
1.y + (y)* +y*> = 0. (Nio € linear, pois envolve os termos (y')° e y?)

2. y"+ 0y + ay + By’ = ycos(wt). (Equagio de Duffing)

3. y" + sen(y) + (y')* = 0. (Ndo ¢ linear, porque tem os termos sen(y) e (y')°)
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2.2 Teorema de Existencia e Unicidade

Teorema 2.2.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade). Considere o problema de valor

inicial
Y + o)y +q(t)y = g(t)
y(to) = o (2.3)
Y (to) = Yo

em que p, q e g sao continuas em um intervalo aberto I. Se ty pertence a esse intervalo e
Yo € Yy forem nimeros reais quaisquer, entao a equagao (2.2) admite apenas uma solug¢io

y(t) nesse intervalo.

Observagao 1. Temos que considerar no P.V.I (2.3) exatamente duas condigdes iniciais,
em que o primeiro ponto estd em y e o sequndo estd em y'.
Exemplo 2.2.1. Seja o sequinte P.V.I
y" +5y +6y =0
y(0) =2 . (2.4)
y'(0) =3
Verifique se a fungdio y(t) = —Te %' + 9e~2 ¢ solugio desse P.V.I.

Solugao 2.2.1. Para verificarmos se a fungao y(t) fornecida € solugao desse PVI, inicial-

mente precisamos de iy e y”. Assim, temos:

y(t) =21 " =187 e y(t) = —63¢ % + 362,

Desse modo, y(t) serd solugio de (2.2.1) se satisfazer a EDO y" + 5y +6y =0 e
das condigoes iniciais y(0) = 2 e y'(0) = 3. Logo, verificando se satisfaz a EDO:
—63e™ + 36~ +5 (217 — 18e7) +6 (—Te ¥ +9e7*) =0
—63¢7% 4 366 + 105e %" — 90e™* — 427 + Hde ' =
(=63 + 105 — 42) e + (36 — 90 + 54) e > = 0
0=0.
Dessa maneira, satisfaz a equacao diferencial. Agora precisamos verificar se a
fungao y(t) satisfaz as condigoes iniciais. Nesse sentido, temos:
y(0) = —7e30) 4 9¢=20)
=-74+9=2

' (0) = 21e730) — 1872
—21 - 18 =3.

Como satisfaz a EDO e ds condigoes iniciais, y(t) € solugao do P.V.I fornecido.
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2.3 Equacoes Lineares Homogéneas

Definicao 2.3.1. Uma equagdo diferencial ordindria de sequnda ordem é dita homogénea
se na equagao (2.1) a fungao G(t) for igual a zero ou se na equagio (2.2) a fungao g(t)

for igual a zero, ou seja, as novas fungoes poderao ser expressas como
Pt)y"+ Q)Y + R(t)y =0 (2.5)

ou

y" +pt)y + qt)y = 0. (2.6)

2.4 Principio da Superposicao

Teorema 2.4.1 (Principio da Superposigao). Se y;1(t) e yo(t) forem solugoes da equagio

homogénea

Pt)y"+ Q)Y + R(t)y =0

em determinado intervalo I, entdo qualquer combinagdo linear de y, e ya, ou seja,

y = c1yi(t) + caya(t) (2.7)

também serd uma solucao da EDO nesse intervalo.

Exemplo 2.4.1. Dada a EDO homogénea

temos que as fungoes yy(t) = cos(t) e ya(t) = sen(t) sao ambas solugoes dessa EDO, pois

se lembrarmos de suas derivadas, teremos yi(t) = —sen(t), yi (t) = — cos(t), y4(t) = cos(t)
e ys(t) = —sen(t), o que implica em

y{ +1y1 = —cos(t) + cos(t) =0

Yo + 1o = —sen(t) + sen(t) = 0,
para t € (—o0,4+00). Desse modo, pelo Teorema (2.4.1), podemos concluir que
y(t) = c1 cos(t) + ¢y sen(?)

¢ também solucao da EDO fornecida no problema, para quaisquer ci,cs € R.
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2.5 Wronskiano

A combinagdo linear das solugoes y;(t) e yo(t), ou seja, y(t) = c1y1(t) + caya(t), é a
unica solucao do P.V.I
y' + o)y +q(t)y = g(t)
y(to) = yo ;
y'(to) = Yo

se o determinante, o qual chamamos de wronskiano e é dado por

i) ya(t)

W (1), 92(t)) = yi(t) wh(t)

= y1()y5(t) — v (L)ya(t)

for diferente de zero para t € I, sendo I o intervalo aberto em que as funcoes p, ¢ e g sao

continuas.

Exemplo 2.5.1. No Ezemplo (2.4.1) vimos que y1(t) = cos(t) e yo(t) = sen(t) sdo
solugoes da EDO " +y = 0. Nessa perspectiva, vamos encontrar o wronskiano de y; € ys.

O wronskiano dessas duas funcoes serd dado por

cos(t)  sen(t)

Wicos(t), senl)) =\ 5 cos(t)

= (cos(t)) (cos()) — [(=sen(?)) (sen(t))]

= cos(t)? + sen(t)? =1 # 0. (2.8)

Assim, a partir de (2.8), temos que o wronskiano € igual a 1 pela relagio fundamental
da trigonometria, o que implica que y; e ys sdo adequadas para criar solugoes da EDO
y"+y = 0 e, por consequéncia, essas solugoes podem ser adaptadas para atender a quaisquer

condigoes iniciais especificadas independente dos valores de t no intervalo fornecido.

2.6 Solucao Geral de uma EDO homogénea

Defini¢ao 2.6.1. Se p e q sao fungoes continuas no intervalo I = (a,b) e se y1 e ya sdo

duas solugoes da equagio diferencial homogénea (2.6), as quais satisfazem

W (y1,y2) (to) = y1(to)ys(to) — v (to)ya(to) # 0,

para determinado ponto tg € 1, entdao qualquer outra solu¢io de (2.6) no intervalo mencio-

nado pode ser escrito da forma

Y (t) = ciyi(t) + cya(t), (2.9)

sendo essa expressao conhecida como solugdo geral da equagdo diferencial linear de sequnda

ordem homogénea.
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2.7 Equacoes Lineares com Coeficientes Constantes

Para o caso em que em (2.5) temos as fungoes P, (), R e G sendo constantes,
teremos a seguinte equacao
ay” + by +cy =0, (2.10)

em que a, b e ¢ sdo constantes e a # 0.

2.8 Solucao de EDO homogénea com Coeficientes Constantes

Para resolvermos a EDO do tipo (2.10), vamos buscar uma solugao nao trivial da
forma y(t) = €™, em que r é constante. Se substituirmos essa equagao em (2.10) e fizermos

as derivacgoes necessarias, teremos

CL(ert)// ‘I’ b(ert)/ + C(ert) — 0

d
a ldt(re”)} +bre™ 4+ ce™ =0

ar [2(6“)1 +bre™ +ce” =0

ar?e™ + bre™ + ce™ =0

(ar® + br +c)e™ = 0.
Dessa forma, y(t) = €™ é solugao de (2.10) quando

ar® +br +c=0. (2.11)

A equagao (2.11) é denominada de equagao auxiliar ou equagio caracteristica
da equacao diferencial dada em (2.10), e significa que se r for uma raiz da equacao (2.11),
entdo y(t) = e sera solucdo da EDO (2.10). E possivel notar que a equacio (2.11) é
obtida substituindo os elementos 3", ¢/ e y da equacgio (2.10) por 72, 7 e 1, respectivamente.
Como essa equagao caracteristica trata de uma equacao polinomial do segundo grau, nés
podemos encontrar suas possiveis raizes utilizando as técnicas ja conhecidas. Desse modo,

sendo 11 e ry as duas possiveis raizes, elas serao dadas por

—b+ Vb2 — 4ac . . —b—Vb? — 4dac

2a 2a

™
Sabemos que existem trés casos para o discriminante, sendo ele ou b? — 4ac > 0 ou
b? — 4ac = 0 ou b? — 4ac < 0, logo teremos trés casos para serem analisados.

Caso 1 (V* — 4ac > 0). Quando o discriminante é maior que zero, sabemos que existem

duas raizes reais e distintas. Dessa maneira, a solugao de (2.10) serd dada por

y(t) = cre™ + cpe™t. (2.12)
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Exemplo 2.8.1. Resolva a sequinte EDO
y/,+y/_6y:0.

Solugao 2.8.1. Se substituirmos y" por v, y' por r ey por 1, iremos obter a sequinte

equagdo caracteristica da EDO fornecida no problema:
P +r—6=0.
Utilizando o método da fatoragdo para encontrar as raizes, temos:
P +r—6=0
P 4+3r—2r—6=0
r(r+3)—2(r+3)=0
(r+3)(r—2)=0.
Com isso, temos as sequintes raizes:
r—2=0,r=2=n
r+3=0..r=-3=rs.
Dessa forma, a solucao geral da EDO € igual a
y(t) = cre® + ce?".

Caso 2 (b? — dac = 0). Sendo o discriminante igual a zero, a equagio caracteristica terd

duas raizes reais e iguais, € a solugio da equagao (2.10) serd dada por
y(t) = cre™ + cote™. (2.13)
Exemplo 2.8.2. Resolva a equagio 4y" + 12y + 9y = 0.

Solugao 2.8.2. Sequindo os passos que fizemos na solugio do Exemplo (2.2.1), vamos

substituir y" por r?, y' por r ey por 1, tendo como resultado a sequinte expressdo:

4r* +12r +9 =0.

Para encontrarmos as raizes da equagdo acima, basta utilizarmos os conhecimentos
jd conhecidos quanto aos métodos de resolucao de uma equagdo polinomial do sequndo grau,
mas se observarmos, podemos visualizar que essa equacao trata de um trinomio quadrado

perfeito na forma (x +y)? = 2? + 2xy + y?. Assim, sua raiz serd dada por

2 +12r+9=0

(2r +3)* =0
2r+3=20
2r = -3
3
r=_2
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Sendo assim, nos temos duas raizes reais e iguais a —5 e pela equagao (2.13), a

solugdo geral da EDO do Exemplo (2.8.2) serd igual a
y(t) = cre 73D 4 cptel =320

Caso 3 (b —4ac < 0). Para o caso em que as raizes da equagio caracteristica sao nimeros

complexos, nos teremos raizes com os sequintes valores
rE=A+iu e o = A — i,

em que A denota a parte real da raiz complexa e p a parte imagindria. Dessa forma,
a solugdo, apds algumas manipulagoes utilizando a formula de Fuler, ver (YARTEY;
RIBEIRO, 2017), terd a sequinte aparéncia

y(t) = c1eM cos (,ut) + cpe sen(ut). (2.14)
Exemplo 2.8.3. Resolva a equagao y” + 2y + 5y = 0.

Solucao 2.8.3. Utilizando os passos que ja foram feitos nos dois exemplos resolvidos

anteriormente, teremos a sequinte equagio caracteristica da EDO do Ezemplo (2.8.3)
r?4+2r +5=0.

Encontrando as duas raizes dessa equagao:

—b+Vb? — 4dac

"= 2a

—244/22 —4(1)(5)

B 2(1)
—24+/-16

-
-2+ 4

-

=—1+2i.

Desse modo, as raizes sao ry = —1+ 21 e ro = —1 — 2i. Desse jeito, ao fazermos as

substituicoes em (2.14), temos que a solugio geral da EDO do Exemplo (2.8.3) € dada por
y(t) = cre " cos(2t) + ce” sen(2t).
2.9 Equacoes Lineares Nao Homogéneas

Teorema 2.9.1 (Teorema da solugao geral). Dada a equagao linear nao homogénea

y' + o)y +q(t)y = g(t), (2.15)
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em que p, q e g sao fungoes continuas definidas em um intervalo aberto I. Se em (2.15)

tivermos g(t) = 0, temos que a equacao diferencial
y" +p)y +qt)y =0 (2.16)

¢ conhecida como equagdo diferencial homogénea associada d equagdo (2.15), e a solugdo
geral de (2.15) € dada por

y(t) = yp(t) + yc(t)7 (217)

em que y, trata da solugio particular de (2.15) e y. representa a solugio geral de (2.16).

2.10 Meétodo dos Coeficientes a Determinar

O método dos coeficientes a determinar, também conhecido como método dos
coeficientes indeterminados, é utilizado para encontrar uma solugao particular da equacao
nao homogénea. Esse método consiste em assumir, com base na fun¢ao g(t) e na solugao
geral y., uma forma para solugao particular y, que depende de coeficientes ainda nao

especificados.

2.10.1 Polinémio

Se em (2.15) a fungao g for um polindémio de grau m, ou seja, tiver a seguinte forma
g(t) = ept™ + i t™ 4 4 e,
admitimos que o polinomio
Yp(t) = Apt™ + Ay gt - Ast o+ Ag (2.18)
também é um polinémio de grau m, e a solugao particular da equagao com a forma
Y +ay +by = g(t) (2.19)

serd dada pela equagao (2.18), em que A, Ap_1,- -+, A1, Ag s@o os coeficientes a determi-

nar.
Exemplo 2.10.1. Encontre uma solucao particular da equagcao nao homogénea
y" 4+ 3y + 4y = 3t + 2. (2.20)

Solucao 2.10.1. Pelo método dos coeficientes a determinar, iremos procurar uma solu¢dao
particular da forma
yp(t) = Ast + Ao. (2.21)
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Agora, precisamos encontrar a primeira e a sequnda derivada da equagio (2.21)

com relagcio a t. Nesse sentido, temos:

dy

7dtp et y; et Al
d*y

dtQp —= y;/ g O

Se voltarmos na equagao (2.20) e fizermos as substituicoes necessdarias, teremos:

y' 4+ 3y + 4y = 3t +2

0+ 3A; + 4(Ait + Ag) = 3t + 2
3A; +4A1t 4+ 4Ag = 3t + 2
(4A1)t + (3A1 +4A0) =3t + 2.

Como polinomios sdo iguais quando seus coeficientes sao iguais, ficaremos com o
sequinte sistema:

4A, + 04, =
3A1 + 4A0 =

Podemos isolar Ay na primeira linha e depois substituir na sequnda, com isso, teremos:

4141:3
A=

A~ w

Substituindo o valor de Ay que encontramos:

3A; +4A) =2
3<i>+4A0:2
Y an =
9
4A0:2;4
4A0:_411 1
A°:‘41(4)
Ao =1

Com isso, a partir da equagao (2.21), uma solugao particular da EDO (2.20) € dada por

3 1

yp(t) = RS
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2.10.2 Exponencial

Se em (2.15) a funcdo g apresenta a seguinte forma
g(t) = ce™, (2.22)

em que a # ri, 7y, sendo r; e ry as raizes da equagdo caracteristica, a equagao (2.22)

admite a seguinte solucao particular
yp(t) = Ae™, (2.23)
sendo A a constante a determinar.
Exemplo 2.10.2. Encontre uma solucao particular da equagcao nao homogénea
y" — 4y = 2¢*. (2.24)

Solugao 2.10.2. Como jd vimos, quando g(t) for uma fungao exponencial, ela ird admitir

a sequinte solucao particular

yp(t) = Ae™. (2.25)

De forma andloga ao exemplo anterior, precisamos agora encontrar a primeira e a

sequnda derivada de (2.25) com relagio a t. Nesse sentido, temos:

dyy 3t
o =34
dQZ/p 3t
2 = 9Ae

Encontrada as derivadas, vamos voltar em (2.24) e fazer as substituicoes. Assim.:

y/l . 4y — 263t
9Ae3 — 4(Ae®) = 2¢*
9Ae3 — 4 A% = 263

5Ae3 = 2%
HhA =2
2
A=—.
5

Dessa maneira, a partir da equagdo (2.25), temos que a solu¢do particular de (2.24)

sera dada por

2315

Yp(t) = 56 .



2.10. Método dos Coeficientes a Determinar 23

2.10.3 Seno e Cosseno

Se em (2.15) a fungao g for uma combinacao linear das fungoes seno e cosseno, isto

g(t) = ¢ cos (Bt) + cosen (ﬁt), (2.26)
iremos admitir a seguinte solugao particular
yp(t) = Ay cos(ﬁt) + Ay sen(ﬁt), (2.27)
em que A; e Ay sdo constantes a determinar.

Exemplo 2.10.3. Encontre uma solugao particular da equacao nao-homogénea
3y + vy — 2y = 2cos(t). (2.28)

Solucao 2.10.3. De forma andloga aos outros exemplos, sendo 3 = 1, pois € o coeficiente
que acompanha o parametro t em (2.28), vamos encontrar a primeira e a sequnda derivada

da solugao particular (2.27), ou seja, precisaremos encontrar tais derivadas da sequinte

equacao
yp(t) = A; cos(t) + Agsen(t). (2.29)
Nesse sentido, temos
Dy _ y, = —Aj sen(t) + As cos(t)
dt P
d2
dzﬁyf =y, = —Ajcos(t) — Aysen(t).

Assim, podemos voltar em (2.28) e fazer as substituicoes necessdrias, em que

teremos o sequinte resultado:

3y" +1y — 2y = 2cos(t)
3 (—Ajcos(t) — Agsen(t)) — Ay sen(t) + A cos(t) — 2[A;g cos(t) + Agsen(t)] = 2 cos(t)
—3A; cos(t) — 3Agsen(t) — Aysen(t) + Ay cos(t) — 24, cos(t) — 2Ag sen(t) = 2 cos(t)
(—3A; + Ay — 24;) cos(t) + (—3A4y — Ay — 2A,) sen(t) = 2 cos(t)
(—5A; + As) cos(t) + (—5A5 — Ay) sen(t) = 2 cos(t)

(2.30)

Nds teremos que a igualdade (2.30) serd verdadeira, se satisfazer o sequinte sistema

{—5/11 + A

2
; (2.31)
_Al - 5A2 - 0

tendo em wvista que serd verdadeira se, e somente se, os coeficientes que acompanham a

fungio cos(t) e sen(t) forem iguais, e como no sequndo membro de (2.30) nds ndo temos
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a fungdo sen(t), implica que podemos representar por (0)sen(t) e, por consequéncia, a

sequnda linha do nosso sistema serd igualada a zero.

Para resolver (2.31), podemos fazer uso de métodos conhecidos para resolugao de
sistemas de equagoes como o da substituicao ou adicao, por exemplo. Nesse sentido, vamos

multiplicar a primeira linha de (2.31) por 5 e depois somar com a sequnda, assim, teremos:

—25A; — A1 + 545, — 54, =10+0

10 )
Al=——=——.
26 13
Como encontramos o valor de Ay, basta voltar em qualquer uma das expressoes em
(2.31) e substituir o valor de Ay para encontrar o valor de As. Desse modo, ao substituir

na sequnda linha, ficaremos com o sequinte resultado:

5
~(g3) 5=
5
1—3—5/12_0
5
Ay = —
54; 13
e
5\13
1
Ay = —.
2713

Encontrado os valores de Ay e As, basta voltarmos em (2.29) e substituir esses

valores. Posto isto, a solugao particular da EDO (2.28) é dada por

) 1
yp(t) = BT cos(t) + ' sen(t).
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3 Apresentacao do Software GeoGebra

De acordo com Vaz e Jesus (2014), o GeoGebra é um software de matematica
dindmica que permite trabalhar com quase todos os contetidos abordados no ensino
fundamental, médio e superior. Possui, entre suas principais caracteristicas, livre acesso
tanto on-line quanto off-line, permitindo a interatividade entre professores e alunos para

trabalhar com teoremas matematicos, construcao de conceitos e testar hipoteses.

3.1 Tela Inicial

A tela inicial do GeoGebra esta representada na Figura 3.

Figura 3 — Tela inicial do GeoGebra.

R]A XA O00 4L N = Q=
+ Y 6 &

Fonte: Autor (2023)

Na parte esquerda da Figura 3 é possivel ver um campo de entrada para os comandos
que iremos utilizar, ja na parte direita temos a janela de visualizagao na qual aparecera
toda a parte grafica do problema que esta sendo trabalhado. Na parte superior podemos ver
as ferramentas disponibilizadas para trabalhar, por exemplo, com pontos, retas, poligonos,

circulos, entre outros topicos do campo da matematica.

Sendo o foco deste trabalho tratar das equacoes diferenciais ordinarias, em especifico
as de segunda ordem, estaremos, a seguir, falando sobre as ferramentas do GeoGebra

voltadas a essas equacoes.
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3.2 Barra de Ferramentas

A Barra de Ferramentas do GeoGebra fornece uma variedade de funcionalidades,
incluindo instrumentos para construcao de pontos, retas, figuras geométricas, calculo de

area, controle deslizante, entre outras aplicacoes, ver Figura 4.

Figura 4 — Barra de Ferramentas.

GeoGebra Classic

AL OO LN =S

Fonte: Autor (2023)

Ao todo, temos 11 ferramentas principais, sendo possivel ter acesso as outras

ferramentas passando o mouse por cima de cada uma dessas elementares.

3.3 Janela de Algebra

A Janela de Algebra no GeoGebra ¢ uma interface fundamental que permite a
visualizagdo, manipulacao e interagdo com elementos matematicos, tais como expressoes
algébricas, equagoes, funcoes, variaveis, controles deslizantes e operagoes algébricas. Nessa
janela iremos encontrar o Campo de Entrada de Texto, em que é possivel inserir

comandos que possibilitam a criacao, modificacao e exploragao de construgoes matematicas.

3.3.1 Campo de Entrada de Texto

Nesse campo de entrada de texto vamos ter a possibilidade de inserir comandos e
expressoes matematicas. Na Figura 5, dentro do retangulo vermelho, é possivel visualizar

€sse calmnpo.

Figura 5 — Janela de Algebra.

Fonte: Autor (2023)

Nesse sentido, se quisermos resolver, por exemplo, uma EDO de primeira ordem,
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basta digitarmos o comando
Resolver EDO (f'(z,v)),

sendo necessario o termo f’(z,y) ser substituido pela EDO. Desse modo, se quisermos
resolver a EDO fornecida no Exemplo (1.6.1), basta digitarmos, lembrando de trocar ¢
por x, o comando

Resolver EDO(2z* — 3)

e depois apertar a tecla Enter. Como resultado, o GeoGebra ira criar um controle deslizante
com uma constante ¢ que pode estar numerada com 1, 2, 3 ou outro niimero, sendo essa

constante tomando o papel da constante k£ da solucao encontrada no exemplo citado.

Assim, para valores diferentes da constante ¢, teremos uma nova curva solucgao, ver

Figura 6.

Figura 6 — Solu¢ao da EDO do Exemplo (1.6.1) para ¢; = 1.

f(x) = ResolverEDO(2x* — 3)
Y
Q

2
= 1+§X3—3X

=1

5 ° 5C:)

Fonte: Autor (2023)

O grafico a ser exibido a partir do resultado da Figura 6 é exatamente igual ao

grafico em vermelho na Figura 2 quando k = 1.

Para resolugdo de EDO de segunda ordem, a janela CAS é a ferramenta mais

adequada, a qual abordaremos ainda nesse capitulo.

3.4 Controle Deslizante

Um controle deslizante no GeoGebra trata de uma representagao visual interativa
de um valor numérico que pode ser ajustado deslizando-o ao longo de uma faixa. Nesse

sentido, podemos associar esse controle a uma variavel ou parametro matematico especifico.

A medida que ajustamos o valor desse controle, todas as expressoes matematicas

que dependem dessa variavel serao atualizadas automaticamente.

E possivel criar um controle deslizante através do Campo de Entrada de Texto
ou pela barra de ferramentas. Pelo campo de entrada é possivel criar esse controle por um

comando, o qual pode ser um pouco mais complicado para entendimento, ou podemos
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atribuir um valor a uma variavel. No campo de entrada de texto podemos digitar a = 1,

em que ird atribuir a varidvel ¢ um valor igual a 1, ver Figura 7.

Figura 7 — Controle deslizante denominado como a e com valor 1.

GenGebra Classic

Fonte: Autor (2023)

A partir do ponto na cor preta, na Figura 7, podemos alterar o valor da variavel a

arrastando esse ponto para esquerda ou para direita.

Para criarmos um controle deslizante a partir da barra de ferramentas, basta
clicarmos na ferramenta de niimero 10, depois clicar na janela de visualizacao e por fim
clicar em Ok mediante a janela extra que foi apresentada. E possivel observar, na Figura
8, que obtemos praticamente mesmo resultado, sendo que o segundo apenas esta exibindo

o controle deslizante na janela de visualizacao

Figura 8 — Controle deslizante criado a partir da barra de ferramentas.

GeoGebra Classic

R & LD OO 4N &
p‘l

= =1 I

5 . 5 @ | | QI 1

Fonte: Autor (2023)

3.5 Janela CAS

A sigla CAS ¢é a abreviagao de Computer Algebra System, que significa Sistema de
Computacao Grafica. Para abrir essa janela, com a tela inicial do GeoGebra aberta, basta
pressionarmos o atalho Ctrl + Shift + K, tendo como resultado o surgimento de uma nova

janela destacada com o retangulo em vermelho, na Figura 9.



3.5. Janela CAS 29

Figura 9 — Janela CAS do GeoGebra.
B Sy x= x= f ] & Q
+ N . HE A e

(4

I3

Fonte: Autor (2023)

O retangulo em azul que esta dentro de outro em vermelho na Figura 9 é o campo
de entrada para digitarmos o que queremos trabalhar, nesse caso, introduzir as equacoes

diferenciais.

3.5.1 Equacoes Diferenciais

O comando para apenas resolver uma Equacao Diferencial Ordinaria de Primeira
Ordem ou Segunda Ordem ¢é ResolverEDO(Equacao), sendo necessério substituir a

palavra equacgao pela expressao que queremos resolver.

Para trabalharmos a resolucao de EDO de Primeira Ordem, vamos pegar a equacao
diferencial dada no Exemplo (1.6.1), s6 que substituindo ¢ por z para nao termos problema
nesse exemplo, pois as vezes o GeoGebra pode interpretar ¢ como constante caso nao
especifiquemos qual a variavel dependente e a independente. Nesse sentido, precisamos
resolver a EDO y/ = 222 — 3 e, para isso, basta digitar, no campo dentro do retdngulo em
azul expresso na Figura 9, o comando Resolver EDO(y' — 2x? + 3 = 0) e apertar Enter,

ver Figura 10.

Figura 10 — Solucao geral da EDO.
ResolverEDO(y' —2x* +3 = 0) X-

- y=|:1+§ x} —3x

Fonte: Autor (2023)
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Desse modo, a partir da Figura 10 é possivel observar que a solucao geral da EDO
y' = 2x? — 3 é igual
2
y(z) = c1 + gx?’ — 3z, (3.1)

que ao compararmos com a resposta da solucao geral feita algebricamente no Exemplo
(1.6.1), existe apenas a mudanga na variavel independente, tomando como base que ¢; e k

sao constantes quaisquer.

Analogamente para as EDOs de segunda ordem, vamos pegar a equagao diferencial
do Exemplo (2.2.1), novamente substituindo ¢ por x se necessario. Nessa perspectiva,
precisamos resolver a EDO y” + ¢ — 6y = 0. Essa equagdo ja estd no formato que
precisamos, assim, basta digitar o comando Resolver EDO(y” +y' — 6y = 0) e apertar a

tecla Enter, tendo o resultado expresso na Figura 11.

Figura 11 — Solugao geral da EDO de Segunda Ordem.

1 ResolverEDO(y" + ¥ — 6y = 0) X

— y=ceF4+ce >

Fonte: Autor (2023)

Igualmente ao caso da equagao diferencial de primeira ordem, temos que a solugao

3t e a solucao encontrada

algébrica feita no Exemplo (2.2.1) é igual a y(t) = c;e* + coe™
utilizando o GeoGebra corresponde a y(x) = c;e** + cye™3%, tendo uma mudanga apenas

na variavel independente.

Nos exercicios que envolvem um Problema de Valor Inicial é preciso acrescentar
o ponto pelo qual a curva passa. No caso das equagoes diferenciais de primeira ordem

dispomos de apenas um ponto e utilizaremos o comando
Resolver EDO(Equagao, (to, yo)),
enquanto que na de segunda ordem sao dois pontos e usaremos o comando
Resolver EDO(Equacao, (to, yo), (to, ¥o)),

sendo o ponto (tg,yo) 0 ponto presente na curva y e (o, y,) 0 ponto presente na curva y'.

Para trabalharmos com um problema de valor inicial envolvendo uma equagao
diferencial de primeira ordem, vamos pegar o Exemplo (1.5.1), em que a EDO ¢ dada por
y' — 3y = 0, e a coordenada do ponto é (0,5.7), tomando como base que no GeoGebra

utilizamos o ponto no lugar da virgula para representar uma casa decimal. Nesse sentido,
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para resolver esse P.V.I basta digitarmos, no mesmo campo em azul da Figura 9, o comando

Resolver EDO(y' — 3y = 0, (0,5.7)), cujo resultado esta expresso na Figura 12.

Figura 12 — Soluc¢ao do PVI de Primeira Ordem.
ResolverEDO(y' — 3y = 0,(0,5.7))

_EE?-:{
Y =10

Fonte: Autor (2023)

Ao compararmos a solu¢ao do P.V.I dada na Figura 12 com a solu¢do do mesmo
problema no Exemplo (1.5.1), é possivel visualizar que obtemos a mesma resposta, mudando

apenas a variavel ¢ para z.

Em se tratando de um problema de valor inicial envolvendo uma EDO de segunda
ordem, vamos pegar o P.V.I do Exemplo (2.2.1). A EDO fornecida nesse exemplo é igual
ay” + 5y + 6y = 0 e as duas condigoes iniciais sdo y(0) = 2 e y/(0) = 3. Assim, o ponto
que estd na curva y é o ponto (0,2) e o ponto que estd em y' é o ponto (0,3), os quais
utilizaremos para resolver o PVI no GeoGebra através do comando que ja mencionamos.

Desse modo, para resolver esse P.V.I basta digitar, no campo que ja citamos nos
exemplos anteriores, o comando Resolver EDO(y" + 5y’ + 6y = 0, (0,2), (0, 3)), ver Figura
13.

Figura 13 — Solucao do PVI de Segunda Ordem.
1 ResolverEDO(y" + 5y +6y = 0,(0,2),(0,3)) -

— y=9e ¥ T

Fonte: Autor (2023)

A janela de computacao grafica do GeoGebra trata de uma ferramenta bastante

util durante o processo de ensino e aprendizagem das Equagoes Diferenciais, mas citamos
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a importancia primordial da compreensao dos métodos de solugao.

3.6 Exibir grafico de um caso particular de uma EDO

O gréafico de um caso particular que iremos criar vai permitir que troquemos o valor
da constante a fim de verificar o que acontece com a curva solugao da EDO. Para essa
exemplificagdo, iremos abordar uma EDO de primeira ordem. Assim, dentro do campo de

entrada da janela CAS, vamos digitar o seguinte comando

O termo ":="é usado para denotar a igualdade como uma atribuicao, indicando
que a derivada de y(x) com relagdo a x é igual a 3y, permitindo, assim, que trabalhemos
com essa expressao em situagoes posteriores. Nesse sentido, teremos o resultado expresso

na Figura 14.

Figura 14 — EDO ¢/(z) = 3y.
1 Y'(x) 1= 3y
— ¥y'(x) :== 3y

Fonte: Autor (2023)

Para resolvermos a EDO da Figura 14, basta agora digitarmos o comando
Resolver EDO($1)

na linha 2 dessa figura e apertar a tecla Enter, ver Figura 15.

Figura 15 — Solucao da EDO da ¢y’ — 3y = 0.

o °° 1 A1 Y= 3y x=
5 °® 5 B - y'(x) =3y
2 ResolverEDO($1)
+

— y:cle3’

E

Fonte: Autor (2023)
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Para exibir o grafico da solugao e, a partir dai, ir alterando os valores, basta
clicar no circulo em branco abaixo do nimero 2 da Figura 15. Por conseguinte, é possivel
visualizar que na janela de algebra ird aparecer o grafico solu¢ao dessa EDO ja com o valor

da constante c;, nesse caso, sendo igual a 0, 86, ver Figura 16.

Figura 16 — Curva solugdao da EDO.

GeoG: lassic v
B AU SHE SHESHE SN I Q=
K- I NT & s HEa e e
® f : ResolverEDO($1) ] 1 Y=y :
= y—086& — y(x) =3y
2 f:=ResolverEDO($1) -
o =086 I P
— fiy=c¢
© 5 L] 5 6

Fonte: Autor (2023)

Para animarmos essa curva, isto é, verificarmos o que acontece com a curva solucao
quando o valor da constante ¢; aumenta ou diminue, basta clicarmos no simbolo que

representa o play que estd dentro do quadrilatero azul na Figura 16.

3.7 Visualizacao de um conjunto de solucdes de uma EDO

Para essa secao, vamos pegar o mesmo exemplo dado na Figura 14. Para visuali-
zarmos um conjunto de solugoes de uma equacao diferencial, primeiro temos de resolvé-la
seguindo o passo descrito na Figura 15 e depois exibir o grafico, sendo esse passo feito
também nessa figura. Na sequéncia, devemos criar um controle deslizante utilizando a
atribuicao de um valor a uma variavel dentro do campo de entrada de texto na janela de

algebra e, para isso, basta digitar o comando a = 1 e apertar a tecla Enter, ver Figura 17.

Figura 17 — Controle deslizante denominado como a.

O Y =3y A

=1 :
O -5 ® 5 (®
+ a=1

Fonte: Autor (2023)
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Dando continuidade, na terceira linha da janela CAS, basta digitar o seguinte
comando

Sequéncia(Substituir($2, ¢y, 1), i, —10a, 10a, 0.5)

para encontrar o conjunto de solugoes da equagao diferencial y'(z) = 3y. Para exibir essas
curvas basta clicar no circulo branco logo abaixo do niimero 3, tendo como resultado o

grafico em verde mostrado na Figura 18.

Figura 18 — Conjunto de solugdes da EDO ¢/(z) = 3y.

GeoGebl assic
15 7 _ — p—
(=] = v &Ny x=x= | & Q =
O vi=s3y N1 Y3y N
- y'(x) =3y
f - ResolverEDO(51) 2 f:= ResolverEDO(S1)
= y=16&" O—.I;y:mrﬂSx
" . 1 := Sequéncia(Substituir($2, c;,i),i, 10 a, 10 a,0.5)
O =
5 ] 50 @ 19
Yt 1= {y:—lﬂe3x,y:T ey =—9 ¥,
o H
5 ® 5 ® 4
11 = Sequéncia(Substituir($2, ¢y, i),i, 10
® q ( ($2,¢1.1) f
= 10 +°(3x), 110 / 2 2°(3x), -8 &"(3x), <17 4 ECRERE e 2 3 4 5
+
Q
Q

» »

Fonte: Autor (2023)

3.8 Campo de direcao de uma EDO

O campo de diregao trata de uma representacao grafica que mostra como as solugoes
da EDO se comportam a fim de visualizar o comportamento dessas solugoes em diferentes
pontos do plano. Nesse sentido, se quisermos exibir o campo de diregdo da EDO y/(z) = 3y,

a partir da Figura 18, basta digitarmos o comando
CampoDeDiregoes(f)

no campo de entrada da janela de algebra, o qual esta representado em cinza na Figura 19.
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3.8. Campo de diregio de uma EDO

Figura 19 — Campo de dire¢ao da EDO ¢/(z) = 3y.

] &

- x= f
N

() My x

16
3.5

V{x) =3y

1

y(x) =3y

O

- y(x) =3y
2 f:=ResolverEDO($1}

e - f:y=¢ *

f : ResolverEDO(51)
= y=1¢&"

o

104,10 a,0.5)

11 := Sequéncia(Substituir($2, ¢;, 1), i,

5

1Ga,l

I1 = Sequéncia(Substituir($2, ¢1,i),i,—10 a

O]

10 (3x), 110/ 2 5°(3x), -0 57(3%), -17 / 2 (3

b = Limite(f, ca)

cdd1 = CampoDeDiregties(f)

o
+

Entrada...

Fonte: Autor (2023)
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4 Problemas aplicados envolvendo Equacoes

Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem

Modelos envolvendo Equagoes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem tém
aplica¢oes em fendmenos fisicos, entre outros. Nesse sentido, nesta se¢ao iremos abordar
dois problemas que envolvem esses tipos de equacoes, sendo essa abordagem através da

solucao analitica e outra por meio de um applet desenvolvido no GeoGebra.

Essa janela de aplicagao e todos os conceitos fundamentais sobre as equagoes
diferenciais foram desenvolvidos durante o Programa Institucional de Bolsas de Iniciacao
em Desenvolvimento Tecnolégico e Inovacao (PIBITI), no Instituto Federal de Alagoas
(IFAL) - Campus Maceié, através do projeto intitulado "CRIAGAO DE MATERIAL
DIDATICO PARA O ENSINO E APRENDIZAGEM DE EQUACOES DI-
FERENCIAIS DE SEGUNDA ORDEM E ORDENS SUPERIORES ATRA-
VES DE FERRAMENTAS COMPUTACIONAIS". Toda a teoria apresentada
foi disponibilizada de forma gratuita no link https://bit.ly/3PJ9rSa, contendo exercicios
resolvidos tanto de forma algébrica quanto com auxilio do applet, que esta disponivel em

https://www.geogebra.org/m/wtun3qhj.

4.1 Analise algébrica

4.1.1 Modelo Para Deteccao de Diabetes

O primeiro problema a ser discutido neste trabalho trata de um modelo para

deteccao de diabetes. Para um melhor aprofundamento sobre como se da a construcao do
modelo, ver (SILVA, 2020).

Quando se estuda as equacgoes diferenciais associadas a diabetes, a area principal
de interesse é a medicina, sendo elas utilizadas para modelar o comportamento dinamico

dos niveis de glicose no sangue.

Problema 1. A concentracao G de glicose em 100 ml de sangue de um paciente satisfaz

o P.V.I 1 1 .
" Il _
& 509 T 300% = 00
G(0) = 150 : (4.1)

G'(0) = —3,75

apos absorver a quantidade de glicose proposta no Teste de Tolerancia a Glicose (TTG).

Sabendo que a concentragao de glicose ideal no sangue desse paciente é de 75 mg de glicose
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/100 ml de sangue e que se apds as 2 horas a concentragao é inferior a 140 mg de glicose /

100 ml de sangue ele ndo é diabético, verifique se este paciente é diabético ou nao. (SILVA,

2020, p. 117, adaptado)

Solucgao 4.1.1. Para resolvermos a EDO

G”+210G’+ Lo D (4.2)

2500 2500
precisaremos da solug¢do particular de (4.2) e da solugao geral da equagdo homogénea

associada a equagio (4.2). Nesse sentido, a EDO homogénea associada d equagao (4.2) é

dada por
1 1
G+ =G +—G=0 4.3
+ 20 * 2500 ’ (43)
cuja a equagao caracteristica associada a essa equagao € erpressa por
1 1
2
— —— = 0. 4.4
" 30" " 2500 (4.4)

Utilizando a férmula quadrdtica para resolver (4.4), temos que as raizes sao iguais a
r1 = —0,04 ery = —0,01, e como vimos na Segao (2.8), para o caso em que o discriminante
¢ maior que zero, temos que a solu¢io da EDO € dada pela equagio (2.12). Desse modo, a

solugdo geral da equagdo (4.4) serd dada por

Gc(t) — 016—0,0415 + 626_0’0”.

Como ja encontramos a solugdo geral da EDO homogénea associada d equagao (4.2),
precisaremos agora encontrar uma solugao particular de (4.2) dadas as condigoes iniciais
do P.V.I expresso em (4.1), o qual faremos pelo método dos coeficientes a determinar.
Nesse sentido, pelo método dos coeficientes a determinar, iremos procurar uma solugdo da

forma

G, (t) = Ap. (4.5)

A primeira derivada da equagdo (4.5) com relagdo a t ¢ igual a G (t) = 0, jd a
sequnda derivada € dada por Gi(t) = 0. Assim, ao voltarmos na equagdio (4.2) e fazer as

substituicoes, teremos

1 1 75
G+ —@ G =
20 T 25007 = 2500
1 1 75
04+ —(0) + —(Ay) = ——
+ 20( )+ 2500( 0) 2500
1 G
2500°° 2500
Ay = T5.

Assim, como Ay =75, a partir da equagio (4.5), temos que uma solugao particular
de (4.2) é dada por
G,(t) = 5.
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Desse modo, como vimos no Teorema (2.9.1), a solugio geral da equagdio (4.2) serd

tqual a

G(t) = Ge(t) + Gp(1)
= 1070 4 gy 001 1 75, (4.6)

Como precisaremos da primeira derivada da equagio (4.6), temos que G'(t) € igual

a
G'(t) = —0,04ce %% — 0, 01cpe "0,
Pela primeira condi¢io inicial, temos que G(0) = 150, logo:
G(0) = c1e704O) 4 (,e=001O0) 4 75
cre” + cpe” + 75 = 150
Cl+62 =150—-"75
c1+cp = 75.
Ja a outra condigao inicial é G'(0) = —3,75, dessa forma, temos:

G'(0) = —0,04cie” "M — 0, 01cpe 01O
—0,04c1€” — 0,01c0€° = —3,75
—0, 04C1 — O, 01C2 = —3, 75.

Com isso, obtemos o sequinte sistema a partir das duas condicoes iniciais:

C1 + Co = 0
—0,04¢c; — 0,0lcy = —3,75

Resolvendo o sistema acima pelos métodos jd conhecidos, temos os valores das constantes
¢1 =100 e ¢ = —25. Dessa forma, a solugio do P.V.I (4.1) é dada por

G(t) = 100”20 — 257001 4 75,

e a curva solugcao estd expressa na Figura 20.
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Figura 20 — Curva solugao do P.V.I (4.1).

160 2

140 ¢ 2

120

100 2

80 :

60

0 50 100 150
Fonte: Autor (2023)

Como o problema quer saber qual a concentragdo de glicose no sangue apos 2 horas,
isto €, 120 minutos, basta aplicarmos t = 120 para encontrar essa concentracao. Desse

modo, temos

G(120) = 100e0040120) _ 95,-0.01120) | 75
= 100e™*® — 25¢7 1 + 75
~ 68, 293.

Vimos que a concentracao de glicose no sangue apds 2 horas é aprorimadamente

tgual a 68,293 mg de glicose por 100 ml de sangue. Logo, o paciente nao é diabético.

4.1.2 Circuitos Elétricos

Para um melhor aprofundamento sobre a teoria de Circuitos Elétricos, ver (STEWART,
2021).

Um circuito elétrico comumente possui uma forga eletromotriz E, que pode ser
proporcionada pela pilha ou pelo gerador, um resistor R, um indutor L e um capacitador

L, em série. Se a carga no capacitor no momento t é dada por @ = Q(t), entdo a corrente

é a taxa de variacao de () em relacdo a t, isto é, [ = e

Na area da fisica que as quedas de voltagem no resistor, indutor e capacitor sao
dl
dadas por RI, LE e rol respectivamente. A partir da lei de voltagem de Kirchhoff, a
soma dessas quedas de voltagem ¢ igual a voltagem fornecida, logo, temos:
Q

il
LY R Y B,
g Tt e =E0
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d
Dado que I = dcf’ essa equagao se torna

2Q  dQ 1
Lo + R+ 5Q = E(1) (4.7)

em que trata de uma equacao diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes. Se
conhecermos a carga )y e a corrente [y no instante ¢ = 0, teremos as seguintes condigoes

iniciais

Desse modo, possuiremos o seguinte P.V.I

d*Q aQ 1
Lﬁ + RE + 6@ = E(t)
Q(()) = Qo
Q'(0)=1Io

Para o caso desse trabalho, as notacoes de derivadas estao representadas na notacao

de Lagrange, assim, temos que o P.V.I acima sera representado por

LQ" + RQ' + é@ = E(t)
Q(0) = Qs ~ (4.8)
Q) =1Io

Esse P.V.I pode ser resolvido de forma andloga ao que fizemos no Exemplo (2.2.1).

Nesse sentido, iremos discutir sobre um problema envolvendo esse tipo de circuito.

Problema 2. Determine a carga no capacitor em um circuito em série RLC, supondo
1

L= §h’ R=10Q,C=0,01f, E(t)=150V, Q(0)=1C e 1(0) =0A. Qual é a carga

no capacitor apés t = 60 s? (ZILL, 2016, p. 221, adaptado)

Solugao 4.1.2. Como o problema jd fornece os valores de R, L, C, E(t) e também das

condigoes iniciais, basta voltarmos no P.V.I (4.8) e fazer as substitui¢oes, tomando como

base que se C'= 0,01, implica que o= 100. Desse modo, teremos

;Q” +10Q’ 4 100Q = 150
Q0) =1 : (4.9)
Q'(0) =0

Multiplicando a EDO fornecida no P.V.I (4.9) por 2, obteremos o sequinte P.V.I
equivalente:
Q" +20Q" + 200Q = 300
Q0) =1 . (4.10)
Q'(0)=0
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Para resolvermos esse P.V.I precisaremos da equagdo caracteristica associada a
equacao

Q" +20Q’ + 200Q = 300, (4.11)

a qual é dada por
r? + 207 + 200 = 0.

O discriminante dessa equacao caracteristica € negativo, logo, caimos no Caso (3)
em que as raizes estarao no campo dos numeros complexos. Utilizando a formula quadrdtica,

temos que as raizes vy e ro Serao iguais a
r1=—104 107 e ro = —10 — 10z,

e, nesse caso, temos que A = —10 e u = 10. Dessa maneira, a partir da equagdo (2.14), a

solugdo geral da equacao caracteristica serd dada por

Qc(t) = cre” " cos(10t) + ce % sen(10¢). (4.12)

Andlogo ao Problema (1), jda encontramos a solu¢ao geral da EDO homogénea
associada a equagao (4.11), agora precisamos encontrar uma solugao particular de (4.11)
dadas as condigoes iniciais do P.V.I (4.10). Dessa forma, procuramos uma solu¢io da

forma
Qp(t) = Art + Ay. (4.13)

A primeira derivada da equagdo (4.13) com relagio a t € igual a Q,(t) = Ay, e a
sequnda derivada é igual a Qg(t) = 0. Logo, ao voltarmos na equagio (4.11) e fazer as

devidas substituicoes, teremos
0+ 20A4; + 200( At + Ap) = 300

20A; + 200A,¢ + 2004, = 300
(20041) ¢ + (20A; + 20044) = 300.

Com isso, caimos no sequinte sistema:

2004; —+ = 0
204; + 2004, = 300

3
e, ao resolvé-lo pelos métodos conhecidos, temos que A1 =0 e Ay = o2 Desse modo, a
partir da equagao (4.13), uma solug¢io particular de (4.11) € dada por
3 3
=00t +>=2

e, por consequéncia do Teorema (2.9.1), a solugao geral da equagio (4.11) serd igual a

Q1) = Qe(t) + Qp(t)
= cre” " cos(10t) + coe % sen(10t) + ;3 (4.14)
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Como iremos precisar da primeira derivada de (4.14), temos que Q'(t) é igual a

Q' (t) = —10cie % cos(10t) — 10cie % sen(10t) 4 10cye ™ cos(10t)—
10coe™ " sen(10t).

Pela primeira condi¢ao inicial, temos que Q(0) = 1, logo:

Q(0) = c1e7 cos(10(0)) + cae ™" sen (10(0)) + 2

3
1 = 1% cos(0) + coe” sen(0) + 3

3
1:CI+§
3
01:1—5
1
Cl——i.

Pela sequnda condigio, temos que Q'(0) =0

Q'(0) = —10c;e™ cos(10(0)) — 10cre~*® sen(10(0)) + 10cze ™" cos(10(0))
10c,e100) sen(lO(O))
0 = —10c1€” cos(0) — 10c;€” sen(0) + 10c2e” cos(0) — 10c,e” sen(0)
0= —10c; — 0+ 10cy — 0
0 = —10c¢; + 10c¢,.

Por conseguinte, obtemos o sequinte sistema a partir das duas condigcoes iniciais:

1
ct - 3.
—1OC1 -+ 1002 = 0
. > 1 1
Resolvendo esse sistema pelo que jd conhecemos, temos que ¢y = —3 ecy = —5 Portanto,

a solugio do P.V.I (4.10) € igual a

1 1 3
Qt) = —56_10t cos(10t) — ie_m sen(10t) + 7"

Como o problema quer saber a quantidade de carga no capacitor apos t = 60 s,

basta calcularmos Q(60). Assim, teremos:

1 1 3
Q(60) = —56710(60) cos(lO(GO)) - 56’10(60) sen(10(60)> +3
—1,5C.

Dessa maneira, a quantidade de carga no capacitor apos t = 60 s € igual a 1,5C.
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4.2 Andalise via GeoGebra

Nesta secao iremos analisar os mesmos problemas anteriores através do applet
desenvolvido no software GeoGebra, em que serd possivel mostrar a curva solucao geral e
particular, verificar a solugao geral e solucao particular e também mostrar tendéncia, isto
é, mostrar para aonde as curvas solugoes estao tendendo a medida que o tempo passa. Na

Figura 21 podemos observar a tela inicial do applet para resolugdo de EDO de segunda

ordem.
Figura 21 — Tela inicial do applet.
¥ pla) = |
0 g(z) = 2
g(z) =3
15
yo= 1
10
=2
: v+ () +alx)y = o(z)
Y+ly+2 = 3
y(0) = 1(w)
-m 18 -10 -5 ] 5 10 15 m 5 30 35 40 y'(0) = 2 ()
Solugao Geral -5 [] Mostrar Sol Geral
(VT = — V7Y 3
Y= cpcos|® 5 )er tene? sen 2 +§ Calcular Ponto D Mostrar Sol Part
=10
4 L p = 1
Solugao Particular Id
-1 VT = =T VT 3 Y = 2.20341 [] Mostrar Tendéncia
=T coslle XL 67 - T & sémfae XL 42
y 5 cos| @ — [ 5 e penle -I-2
0

Fonte: Autor (2023)

Nesse applet temos os campos das fungdes p(z), ¢(x) e g(x) e as condigdes iniciais
dadas por yg = 1 e y; = 2, e trabalharemos com a variavel independente sendo igual a x e

nao t, dispondo, assim, do P.V.I

Yy + ple)y +e(z)y = g(z)
y(0) Yo - (4.15)
y’(O) = Y

=)

Nesse sentido, podemos partir para a analise dos dois problemas utilizando essa janela

grafica.

4.2.1 Modelo para Deteccao de Diabetes

Para a analise com o applet desenvolvido no GeoGebra, nossa variavel independente

serda x em vez de t. Nesse sentido, ao compararmos o P.V.I (4.1) com o P.V.I (4.15), temos
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1 1 75
ql/le p(z) = 20" q(z) = 3500° g(x) :/m, Yo = 150 e y; = —3.75 (representamos o
nimero decimal com um ponto, pois é requisito do GeoGebra). Com isso, se féssemos

resolver analiticamente, teriamos que resolver o P.V.I

poo 1, 1T

y 207 T2500Y T 2500
4(0) = 150 - (4.16)
Y (0) — _3.75

Com os valores das fungoes e das condi¢gdes em maos, podemos digitar dentro dos
campos de entrada do applet logo ao lado do sinal de igualdade em cada parametro, ver

Figura 22.

Figura 22 — Parametros preenchidos dentro do applet.

1

p(z) = 55
1
() = 2500
75
9(=) = 3200
1 = —3.75

Fonte: Autor (2023)

Logo abaixo dos parametros da Figura 22 ird aparecer a representacao do P.V.I,

ver Figura 23, em que é possivel observar que é equivalente ao P.V.I (4.16)
Figura 23 — Problema de Valor Inicial.
L1 75
0¥ T 25007 2500
y(0) = 150 (yp)
y'(0) = —=3.75 (1)

Fonte: Autor (2023)

yn’! +

L

Apos termos preenchido os parametros, no canto inferior esquerdo do applet também

serd mostrado tanto a solucao geral quanto a solugao particular, ver Figura 24.
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Figura 24 — Solugdo Geral e Particular.

=20 =15 =10 =4 1]

Solucgio Geral
Y = Cn €% + ey %+ 75

Solugao Particular
y = —25 eit + 100 e + 75

Fonte: Autor (2023)

A solugao geral e particular que encontramos no Problema (1), respectivamente,
foi Go(t) = c1e7 90 4 e 00 o G(t) = 100904 — 257001 + 75 Comparando essas
solugoes com as fornecidas na Figura 24, temos apenas a troca da varidvel independente e

a representacao de —0, 04 sendo igual a ~35

Ao clicarmos na caixa ao lado do campo Mostrar Sol. Part., iremos exibir a curva

da solucao particular, ver Figura 25.

Figura 25 — Curva solugao particular.

280
280
240
220
200
180
160
140
120

100

Solugao Geral
Y = cp1 3 + cgo it + 7500
60 Calcular Ponto

=1
Solugao Particular 40 Tn =

y = —25 eiti + 100 e* + 75 yn = 146.3277

—120  -100  -80  -60  -a0 -0 0 20 a0 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Fonte: Autor (2023)

O campo Mostrar Tendéncia, nesse problema, exibe a curva y = 75, que significa

que as curvas ao longo do tempo tendem a uma quantidade de 75 mg de glicose por 100
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ml de sangue, ver Figura 26.

Figura 26 — Comportamento da familia de solucoes.

180

140

120

100

60
Solugao Geral
Y = cn €% + ey €% + T500
Calcular Ponto
40
=1
Solugao Particular Ty =

y = —25 e + 100 e% + 75 yn = 146.3277
20

Fonte: Autor (2023)

Ja o iltimo campo de nome Calcular Ponto trata de aplicar o valor na equagao
solucao. Na analise analitica, aplicamos ¢ = 120 para encontrar a concentracao de glicose
no sangue apos ter passado 120 minutos, e ¢ esse valor que teremos que digitar no campo
T, para encontrar essa concentracao. Apos digitado o valor 120 no campo z,, iremos obter,

no campo ¥,, a concentragdo de glicose no sangue, ver Figura 27.

Figura 27 — Concentracao de glicose no sangue ap6s 120 minutos.
Calcular Ponto
2, = 120
Yn = 68.29312

Fonte: Autor (2023)

Desse modo, podemos observar que assim como na solu¢ao analitica, temos que,
ap6s 120 minutos, a concentracao de glicose no sangue é aproximadamente igual a 68,293

mg de glicose por 100 ml de sangue.

4.2.2 Circuitos Elétricos

De forma andloga ao item analisado anteriormente, temos no Problema (2) o P.V.I

(4.10) e, ao compararmos com (4.15), as fungoes serao dadas por p(x) = 20, ¢(x) = 200
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e g(x) = 300, e as condigoes iniciais equivalem a yo = 1 e y; = 0. Desse modo, podemos
voltar a tela inicial do applet e digitar esses valores em seus respectivos parametros, ver

Figura 28.

Figura 28 — Campos das fungoes e condigoes iniciais preenchidos.

p(z) = 20

alz) = 200

g(xz) = 300
Yo= 1
n=10

Fonte: Autor (2023)

Apos digitado os valores, ja sera possivel visualizar tanto a solucao geral quanto a

particular (Figura 29).

Figura 29 — Solucao geral e particular.

Solugao Geral -
1 \ 3
y = €31 cos(10 &) e 1% 4 ¢95 €% sen(10 &) + 2
-0
Solugao Particular
—1 —10e _ 1 _102 1o 3
y:Tcos{'ID:t:)e -3¢ sen(1 iI!]—}—E

Fonte: Autor (2023)

Ao compararmos a solugao geral e particular encontradas de forma analitica no
Problema (2) com as solugbes da Figura 29, é possivel observar, sendo cy1 € ¢go constantes,

apenas a mudanca da variavel ¢ para x.

Podemos, ainda, mostrar curva da solucao geral e da solugao particular, assim
como mostrar a tendéncia das solucoes ao passo que o tempo aumenta, os quais nao serao

analisados pois tratam de passos analogos ao primeiro item analisado.

Por fim, como o problema pede para calcular a quantidade de carga no capacitor
apos ter passado 60 segundos, basta preencher esse valor no campo x,, e logo ja ird aparecer

o resultado no parametro y,, ver Figura 30.
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Figura 30 — Quantidade de carga no capacitor apos 60 segundos.
Calcular Ponto
@, = 60
Y =1.5
Fonte: Autor (2023)

Assim como na resolucao analitica, temos que apds 60 segundos, a quantidade de

carga no capacitor corresponde, nesse caso, a 1,5 Coulombs.
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Conclusao

Através do desenvolvimento deste trabalho, pode-se perceber a relevancia que os
modelos que envolvem a resolugao de uma Equagao Diferencial Ordinaria de Segunda
Ordem apresentam, sendo ricos em aplicacoes de interesse da sociedade como foi o modelo

para deteccao de diabetes e o outro sobre a quantidade de carga em um capacitor.

A deteccao de diabetes e o estudo de um circuito em série composto por Resistor
(R), Indutor (L) e Capacitor (C) ilustram a diversidade de situagoes em que as EDO de

Segunda Ordem desempenham um papel crucial na modelagem matematica.

A compreensao de todos os métodos de solugao trata de uma etapa primordial
durante o processo de ensino e aprendizagem das equagoes diferenciais de segunda ordem
e a utilizacdo de um software educacional, como é o caso do GeoGebra, pode ser bastante

util durante essa etapa.

O applet abordado neste trabalho para resolucao de EDOs de Segunda Ordem,
desenvolvido durante um projeto de iniciacdo tecnoldgica no Instituto Federal e Alagoas -
Campus Maceid, pode servir como mais uma ferramenta pedagogica para ser utilizada
dentro da sala de aula através da utilizacao da modelagem matematica. Nesse sentido, se
os alunos conhecem os métodos de solucao e querem alterar, por exemplo, as condigoes
iniciais dos problemas, eles podem fazer uso dessa janela grafica interativa, tendo um

retorno imediato dos resultados, algo que analiticamente demoraria mais tempo.
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