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RESUMO

Este trabalho aborda a aplicacdo de topicos da Teoria dos NUumeros nos Anos Finais do Ensino
Fundamental, com foco em utilizagcdo em competicdes matematicas, como a Olimpiada Brasileira de
Mateméatica das Escolas Publicas (OBMEP). S&o explorados conceitos como divisibilidade, ndameros
primos e congruéncias, destacando seu papel no desenvolvimento do raciocinio I6gico e criativo dos
estudantes. A pesquisa combina revisdo bibliografica e andlise quantitativa para demonstrar a relevancia
desses temas na resolucdo de problemas olimpicos e seu impacto pedagdgico. Além disso, o estudo
evidencia como a OBMEP e outras Olimpiadas de Matemética contribuem para a popularizacdo da

matematica e a identificagéo de talentos nas escolas publicas.

Palavras-chave: Teoria dos Nimeros. Olimpiadas de Matematica. OBMEP. Educacéo Basica.



ABSTRACT

This paper discusses the application of Number Theory topics in the Final Years of Elementary Education,
focusing on their use in mathematical competitions such as the Brazilian Mathematics Olympiad for Public
Schools (OBMEP). Concepts such divisibility, prime numbers, and congruences are explored, highlighting
their role in developing student’s logical and creative reasoning. The research combines a literature review
and quantitative analysis to demonstrate the relevance of these topics in solving olympiad problems and
their pedagogical impact. Furthermore, the study emphasizes how OBMEP and others Mathmatic’s
Olympiads contributes to the popularization of mathematics and the identification of talents in public schools.

Keywords: Number Theory. OBMEP. Mathmatic’s Olympiads. Basic Education.
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INTRODUCAO

As olimpiadas de Mateméatica sdo competicdes que desempenham um papel
transformador na Educacéo Basica no Brasil. Além de estimular o interesse dos alunos
pela Matemética, essas competicbes promovem o desenvolvimento de habilidades
essenciais, como raciocinio logico, pensamento critico e capacidade de resolver
problemas de forma criativa. Dentre as diversas olimpiadas realizadas no pais, a
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) se destaca por sua
abrangéncia e impacto social. Criada em 2005, a OBMEP envolve milhfées de estudantes
de escolas publicas e privadas, identificando talentos e oferecendo oportunidades de
crescimento académico e profissional.

Este trabalho tem como objetivo central analisar como a Teoria dos Numeros é
abordada no contexto das olimpiadas de Matemética, com énfase na OBMEP e outras
olimpiadas. A Teoria dos Numeros € um ramo fundamental da Matematica que estuda
basicamente as propriedades e as relacdes entre nimeros inteiros, abrangendo topicos
como divisibilidade, numeros primos, congruéncias e o Teorema Fundamental da
Aritmética, que séo frequentemente abordados nas provas da OBMEP, desafiando os
alunos a aplicar conceitos matematicos de maneira profunda e inovadora.

A inclusédo da Teoria dos Numeros na BNCC reforca sua relevancia no curriculo
escolar, contribuindo para o desenvolvimento do pensamento légico e analitico dos
estudantes. No entanto, muitos alunos enfrentam dificuldades para compreender e
aplicar esses conceitos, o que evidencia a necessidade de metodologias de ensino mais
eficazes e engajadoras.

A pesquisa esta organizada em sec¢Oes que abordam desde a contextualizacao
histérica e educacional da OBMEP até a analise de problemas classicos de Teoria dos
NuUumeros presente nas competicbes. Além disso, sdo propostas sugestdes de novos
problemas e metodologias que podem ser aplicadas tanto em sala de aula quanto em
preparacdes para olimpiadas.

Os resultados deste trabalho demonstraram que a integracdo de topicos
avancados de Teoria dos Numeros com metodologias inovadoras de ensino pode
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potencializar o desenvolvimento das habilidades mateméticas dos alunos. Conclui-se que
0 uso de abordagens ludicas e estratégicas ndo apenas torna o aprendizado mais
envolvente, mas também prepara os estudantes para enfrentar desafios matematicos
complexos, tanto em competicdes quanto em suas futuras trajetérias académicas e
profissionais.

No Capitulo 1, serdo abordadas as Olimpiadas de Matematica, com destaque
para a OBMEP, seus niveis e fases. Em seguida, sera apresentada a Teoria dos
Numeros, juntamente com um panorama histérico de sua presenca nessas competicoes.
Por fim, seréo discutidos alguns escritos sobre resolucao de problemas, com énfase nas
contribuicBes tedricas do matematico hungaro George Pdélya (1887-1985) sobre o tema.

No Capitulo 2, serdo mostrados alguns caminhos, passos e métodos necessarios
para a resolucdo de problemas. Serdo elucidadas algumas técnicas especificas para
resolver problemas de Teoria dos Numeros, discutindo-se assim abordagens criativas e
estratégias eficazes.

No Capitulo 3, seréo vistos alguns topicos conceituados de Teoria dos NUmeros
ocorrentes nas olimpiadas de Matematica na Educacédo Basica no Brasil, tais como
Numeros inteiros: Conceitos, propriedades e suas aplicacdes, Divisibilidade, Numeros
Primos, Teorema Fundamental da Aritmética, Teorema de Fermat e Congruéncia
Modular, dentro outros que aparecerem relevantes.

No Capitulo 4, apresentar-se-a8o alguns problemas envolvendo Topicos de Teoria
dos Numeros ocorrentes em olimpiadas de Matemética na Educacao Bésica no Brasil,
com as devidas sugestdes de resolucdo embasadas pelo presente trabalho.

No Capitulo 5, serdo dispostos problemas desenvolvidos pelo autor, utilizando-
se Topicos de Teoria dos Numeros, como sugestao para aplicacdo em sala de aula e em
ambiente olimpico.

Nas Considerac¢fes Finais, este estudo relacionara os capitulos ja consolidados,
no sentido de investigar o uso da Teoria dos Numeros nas olimpiadas e o quanto deste
conteudo pode ser apreendido pelos discentes do Ensino Fundamental, e possiveis usos
de outros conteudos dessa area, bem como a possivel insercdo de algumas dessas

guestdes no ensino regular.
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CAPITULO 1

AS OLIMPIADAS DE MATEMATICA NA EDUCACAO BASICA NO BRASIL

As olimpiadas de Matematica sdo uma ferramenta poderosa para transformar o
ensino e o aprendizado da Matematica no Brasil. Essas competicbes nao apenas
despertam o interesse dos alunos pela Disciplina, mas também contribuem para a
formacao de habilidades essenciais, como pensamento critico, criatividade e capacidade
de resolver problemas. Este capitulo explora o papel da Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), com um breve historico, sua estrutura,

impacto e contribuicdes para o ensino da Matematica.

1.1 A OBMEP

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) tem
apresentado um crescimento expressivo ao longo dos anos. Na primeira edi¢do, contou
com 10 milhdes de inscritos, e hoje registra uma média anual de 17 milhdes de
participantes. Entre 2014 e 2024, a primeira fase teve uma média de 20 160 440 inscritos,
enguanto a segunda fase contou com 8 713 061 participantes, representando uma taxa
de avanco de aproximadamente 43% dos alunos da primeira para a segunda fase.

Esses numeros evidenciam a relevancia da OBMEP no estimulo ao aprendizado
da Matematica, envolvendo milh6es de estudantes e promovendo um alto nivel de
competicdo escolar. Esse crescimento ndo € apenas quantitativo, mas também
gualitativo, refletindo o sucesso da Olimpiada em promover o interesse e 0 engajamento
dos alunos com a Matemaética.

A competicdo é estruturada em trés niveis distintos, cada um voltado para uma
escolaridade especifica. Esta divisdo tem o objetivo de adequar o nivel de dificuldade das
provas ao estagio de aprendizado dos participantes, garantindo que todos os alunos
possam competir em igualdade de condi¢cdes e que os desafios sejam apropriados ao

seu nivel de desenvolvimento escolar.
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Segundo a OBMEP (2025), os niveis da olimpiada sé&o divididos conforme o0 ano

escolar dos estudantes:

e Nivel 1. Esse Nivel é destinado aos alunos que estdo no 6° e 7° anos do
Ensino Fundamental. As provas séo elaboradas para testar conhecimentos
e habilidades matematicas compativeis com o curriculo desses anos,

abordando conceitos basicos e fundamentais da Matematica.

e Nivel 2: Voltado para alunos do 8° e 9° anos do Ensino Fundamental. O Nivel
2 apresenta desafios um pouco mais complexos, refletindo a progressao
natural dos conteddos matematicos estudados nesta etapa da Educacgdo
Basica. As questbes sao formuladas para avaliar a compreensao de
conceitos matematicos mais avancados e a capacidade de resolver

problemas de maior dificuldade.

e Nivel 3: Este Nivel é destinado aos alunos do Ensino Médio, abrangendo os
alunos do 1° ao 3° ano. As provas de Nivel 3 sdo as mais desafiadoras e
exigem um entendimento mais aprofundado da Matemaética, incluindo
conceitos mais avangados e habilidades analiticas. Este nivel visa preparar
os alunos para futuros desafios académicos e promover o desenvolvimento

de competéncias matematicas superiores.

A estrutura acima apresentada permite que a OBMEP abranja uma ampla
variedade de competéncias e conhecimentos, proporcionando um espacgo para que 0s
alunos possam demonstrar seu potencial e interesse pela Mateméatica. Entre essas
competéncias, destaca-se pensamento cientifico, criativo e critico, promovido pela
resolucao de problemas que estimulam o raciocinio l6gico, a formulacéo de hipéteses e
boa dose de criatividade, que pode (e deve) ser orientada em preparacdes olimpicas. Ao
propor desafios além do cotidiano escolar, a OBMEP incentiva a curiosidade cientifica e
a autonomia intelectual dos alunos.

A OBMEP desempenha um papel crucial na Educacédo Matematica no Brasil, ndo
apenas em sua capacidade de engajar milhdes de alunos e professores, mas também

pelo impacto que tem na qualidade do ensino e na identificacdo de novos talentos.
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1.3 A TEORIA DOS NUMEROS

A Teoria dos Numeros pode ser sintetizada como o ramo da Matemética que
estuda as propriedades e relacdes dos numeros inteiros, preocupando-se principalmente
com numeros especiais, numeros primos, divisibilidade, e os problemas importantes
originados destes numeros e temas, e suas caracteristicas aritméticas. Esta area é
extremamente necessaria ndo apenas para entender as relacdes e operacdes entre
nameros inteiros, mas também para o desenvolvimento da abstracdo e do estudo de
padrbes que sao tdo importantes no desenvolvimento da Matematica desde o seu cerne
como ciéncia até a sua atual abordagem na educacao basica.

Conforme aponta Martinez et al. (2018, p. 2), “diferentemente de muitas outras
areas da Matematica, a Teoria dos NUumeros se distingue muito menos por seus métodos
mais sim por seus problemas, cujo tema subjacente € o de numero inteiro.” Seus
problemas séo de fato o que a torna tao linda, pois ao estuda-la vemos que eles abordam
com a mesma beleza e elegancia problemas que vao desde o conceito mais elementar
de divisibilidade até os tépicos que estdo na linha de frente do desenvolvimento cientifico
e tecnoldgico.

Por isso, esta area € tdo fundamental, intrigante e desafiadora, e aparece
frequentemente nas questfes das olimpiadas de Matematica, em desafios que abordam
as caracteristicas aritméticas especiais e seus aprofundamentos, que transitam desde o
Ensino Fundamental | até as competicdes olimpicas de nivel superior. Considerando seu
grande potencial de colaboracdo na formacdo discente, a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) reconhece a importancia da Teoria dos NUumeros ao inclui-la como um
dos topicos essenciais no curriculo de Mateméatica para a Educacéo Basica.

As habilidades que abordam esses objetivos de conhecimento nessa etapa da
Educacao Basica incluem (EFO6MAO5) e (EFO6MAO6) conforme (Brasil, 2018, p. 301). A
habilidade da BNCC denotada por EFO6MAO5 possui 0s seguintes objetivos:

e Estabelecer relagdes entre nUmeros, como "é multiplo de", "é divisor de", "é
fator de";
e Estabelecer critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000;
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e Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de mdltiplo e de
divisor;
¢ ldentificar que nameros inteiros podem ser decompostos em fatores primos;

¢ Identificar que a fatoragdo em fatores primos € Unica.

Os Conteudos relacionados com esta habilidade, portanto, sdo MDC (maximo
divisor comum), MMC (minimo multiplo comum), NUmeros primos, Niomeros compostos,
Multiplos, Divisibilidade e Fatores.

J4 a habilidade da BNCC denotada por EFO6MAQ6 envolve resolver e elaborar

problemas que envolvam as ideias de mdltiplo e divisor, e possui 0s seguintes objetivos:

e Reconhecer numeros primos, multiplos e divisores;

« ldentificar fragOes equivalentes;

« Compreender, comparar e ordenar fracoes;

e Reconhecer e compreender o Minimo Multiplo Comum entre pelo menos dois
nameros naturais;

e Reconhecer e compreender o Maximo Divisor Comum entre pelo menos dois
ndmeros naturais;

o Estabelecer estratégias para determinar o Maximo Divisor Comum entre pelo

menos dois ndmeros naturais.

Assim, essas competéncias visam a compreensdo e aplicacdo prética de
conceitos matematicos fundamentais, fortalecendo o raciocinio l6gico e a capacidade de
resolver problemas.

A BNCC estabelece diretrizes que orientam o ensino da Matematica, garantindo
gue os alunos desenvolvam uma compreensdao soélida dos conceitos mais elementares
da Matemética ja nos primeiros anos de escolarizagdo e o devido aprofundamento ao
longo de sua trajetdria escolar. Assim, integrar a Teoria dos NUumeros em olimpiadas de
Matematica é crucial, pois promove 0 pensamento l6gico e analitico dos alunos,
habilidades essenciais para a resolucdo de problemas complexos. Ao participar dessas
competi¢cdes, os alunos tém a oportunidade de aplicar os conceitos aprendidos em sala

de aula em contextos desafiadores e praticos.
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Nas diversas olimpiadas de Matematica, a Teoria dos Numeros é
frequentemente explorada através de problemas que envolvem divisibilidade, nimeros
primos, congruéncias e outros conceitos fundamentais. Esses topicos sao selecionados
por sua capacidade de testar a profundidade do entendimento matematico dos alunos e
de incentivar o desenvolvimento de habilidades de resolugéo de problemas.

Os problemas de Teoria dos NUmeros nas competicdes sdo projetados para
serem desafiadores, incentivando os alunos a pensar de forma critica e criativa. A
resolucao desses problemas requer uma compreensdo profunda dos conceitos tedricos
e a capacidade de aplicar técnicas matematicas em situacdes novas e complexas.

1.4 OUTRAS OLIMPIADAS DE MATEMATICA NA EDUCACAO BASICA NO BRASIL

Serdo apresentadas outras olimpiadas de Matemética na Educacédo Béasica no
Brasil, e até mesmo em ambito mais regional no pais, desde que contemple o Ensino

Fundamental, que esta no escopo dessa pesquisa.

1.4.1 A OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA (OBM)

A Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM) é uma competicdo nacional
destinada a alunos do Ensino Fundamental e Médio, com o objetivo de promover o estudo
da Matematica e estimular o desenvolvimento do raciocinio lé6gico e da resolucdo de
problemas. Criada em 1979, a OBM € uma das principais iniciativas no Brasil para
identificar e incentivar talentos na area de Matematica, além de contribuir para a formacao
de novos estudantes que possam participar de competi¢cdes internacionais (OBM, 2025).

Os principais objetivos da OBM séo:

o Desenvolver o raciocinio l6gico: A OBM visa proporcionar aos estudantes
a oportunidade de aprimorar suas habilidades mateméticas, estimulando o

pensamento légico e analitico através de problemas desafiadores.
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Estimular o interesse pela Matematica: A competicdo busca despertar o
interesse dos jovens pela Matematica de uma forma pratica e envolvente,

afastando a viséo de que a disciplina é dificil ou monaotona.

Identificar talentos: A OBM tem como um de seus principais objetivos a
identificacdo de estudantes talentosos em Matematica, os quais,
futuramente, podem ser encaminhados para competicdes internacionais,

como as Olimpiadas Internacionais de Matematica (IMO).

Promover a integracdo entre escolas e universidades: A OBM € uma
importante ferramenta para aproximar as escolas de ensino bésico e
superior, permitindo que os alunos interajam com a comunidade académica

de Matematica e se familiarizem com o ambiente universitario.

Acerca da estrutura da OBM, ela é dividida em diferentes fases e categorias, com

provas distintas para o Ensino Fundamental (dividido entre 6° ao 9° ano) e Ensino Médio.

A estrutura geral é a seguinte:

Fas

o

Fas

o

e 1 (Primeira Fase):
Consiste em uma prova de multiplas escolhas (geralmente composta por
gquestdes de menor dificuldade), onde os alunos precisam resolver
problemas envolvendo conhecimentos matematicos bésicos e
intermediarios.
Nesta fase, a classificacéo é feita com base no niumero de acertos, e 0s

melhores classificados passam para a fase seguinte.

e 2 (Segunda Fase):
A prova € mais desafiadora e envolve questbes dissertativas. Nela, os
alunos precisam demonstrar o raciocinio e os meétodos utilizados para
resolver os problemas, indo além de simples célculos.
Esta fase € mais voltada para o desenvolvimento de habilidades mais
avancadas, que exigem maior capacidade de abstracdo, logica e

criatividade.
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Fase 3 (Terceira Fase):

o

Algumas edi¢cdes da OBM incluem uma fase final com maior grau de
dificuldade, destinada a selecionar os alunos que representardao o Brasil

nas competi¢cdes internacionais de Matemética.

Em relacdo aos critérios de Classificacdo e Premiacdo, mais especificamente

sobre a distribuicdo das medalhas, a OBM segue o padrdo comum para as olimpiadas

de Matemética no geral, a saber:

Medalhas e Men¢des Honrosas: Os estudantes mais bem classificados
recebem medalhas de ouro, prata ou bronze, dependendo de sua
performance nas provas. Além disso, ha men¢des honrosas para os alunos

gue se destacam, mas nao alcancam medalhas.

Certificados: Participantes que se destacam em todas as fases da
competicdo também podem receber certificados de participagdo e mérito, o

gue é altamente valorizado no curriculo escolar dos alunos.

Sobre os impactos da OBM, podemos listar os seguintes, principalmente:

o

Desenvolvimento da Matematica no Brasil:

A OBM desempenha um papel importante no desenvolvimento da
Matemética no Brasil, promovendo o interesse pela disciplina e
incentivando a criagdo de novos talentos. Muitos estudantes que se
destacam na OBM acabam ingressando em cursos superiores de
Matematica, Engenharia e areas correlatas, contribuindo para o avanco

cientifico e tecnoldgico do pais.

Incentivo a pesquisa e a educagdo matematica:

A OBM também é uma fonte de inspiracéo para professores e educadores,
gue podem usar os problemas da competicédo para enriquecer suas aulas e

incentivar seus alunos a pensar de forma critica e criativa. Além disso, as
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Olimpiadas incentivam a formacdo de grupos de estudo e pesquisa em

Matematica nas escolas e universidades.

. Representacédo Internacional:

o A OBM serve como uma plataforma para a selecdo de estudantes para
competicdes internacionais, como a Olimpiada Internacional de Matemética
(IMO) e outras competicOes de destaque. A participacdo de estudantes
brasileiros nessas competi¢cdes tem mostrado crescimento, com cada vez
mais medalhas conquistadas ao longo dos anos, o que demonstra o alto

nivel dos talentos matematicos do pais.

Assim, a OBM ¢é mais do que uma competicao: € uma ferramenta poderosa para
despertar o interesse pela Matematica, desenvolver habilidades cognitivas essenciais e
formar uma rede de talentos que contribuem para a construcdo de uma sociedade mais
logica e inovadora. Através da OBM, muitos alunos tém a oportunidade de mostrar seu
potencial, se aprofundar em areas da Matematica que talvez ndo fossem exploradas em
sala de aula e se preparar para desafios académicos de alto nivel. Com sua longevidade
e impacto, a OBM continua a ser um pilar fundamental na educacdo matematica

brasileira.

1.4.2 A OLIMPIADA ALAGOANA DE MATEMATICA (OAM)

A Olimpiada Alagoana de Matematica (OAM) é uma competicdo estadual
destinada a estudantes do Ensino Fundamental e Médio das escolas de Alagoas. Seu
principal objetivo é estimular o interesse pela Matemética, promover o desenvolvimento
do raciocinio légico e matematico, e identificar novos talentos na area (UFAL, 2025). A
OAM busca, assim, incentivar a educacdo matematica de qualidade, além de
proporcionar aos alunos desafios que os preparem para competicbes de maior nivel,
como a OBM e a OBMEP. E uma competicdo anual promovida pelo Instituto de
Matematica (IM) da Universidade Federal de Alagoas (UFAL).
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A OAM visa alcancar diversos objetivos educacionais e sociais, entre 0s quais se

destacam:

Desenvolver o raciocinio légico e matematico: A competicdo propde
guestdes que estimulam a capacidade de andlise, abstracdo e resolucéo de
problemas, importantes habilidades matematicas que podem ser aplicadas

em diversos campos do conhecimento.

Estimular o interesse pela Matematica: A Olimpiada busca desmistificar a
Matematica e torna-la mais atraente para os alunos, mostrando sua

aplicabilidade no dia a dia e sua relacdo com outras &reas do conhecimento.

Identificar talentos mateméaticos: Um dos maiores objetivos da OAM é
identificar estudantes com grande potencial na Matemética, que possam

representar o estado em competicdes de nivel nacional e até internacional.

Fomentar a integracdo e o trabalho em equipe: A competicdo também
busca aproximar estudantes de diferentes escolas e fomentar um ambiente
de colaboracdo, onde os alunos podem aprender uns com 0S outros e

compartilhar experiéncias.

A Olimpiada Alagoana de Matematica é organizada em etapas, com diferentes

fases e niveis de dificuldade:

Primeira Fase:

o

o

A primeira fase € composta por questdes de multipla escolha, abordando
conceitos basicos e intermediarios de Matematica. Essa etapa € voltada
para avaliar o raciocinio l6gico e a capacidade dos alunos em resolver
problemas de forma rapida e precisa.

Todos os alunos inscritos participam dessa fase, e 0s mais bem

classificados tém a chance de avancar para a fase seguinte.
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Segunda Fase:

o Na segunda fase, as questdes sdo mais desafiadoras e exigem que 0s
alunos apresentem as solucdes de forma detalhada e justificada, com um
raciocinio claro e preciso. Essas questdes normalmente envolvem
problemas mais profundos de &lgebra, geometria, aritmética e raciocinio
l6gico.

o Apenas os alunos que se destacam na primeira fase sdo convocados para
a segunda fase, o que garante uma competicdo mais acirrada entre os

participantes.

A OAM é voltada para alunos do Ensino Fundamental (a partir do 6° ano) e do
Ensino Médio das escolas publicas e privadas do estado de Alagoas. A competicdo é
uma oportunidade para que estudantes de diversas localidades do estado possam
mostrar suas habilidades matematicas e se engajar em um ambiente de aprendizado que
vai além das aulas convencionais.

Ao final da Olimpiada, os estudantes que se destacam recebem medalhas de
ouro, prata e bronze. Além disso, aqueles que ndo conquistam medalhas, mas
demonstram um bom desempenho, podem ser agraciados com meng¢des honrosas.

As premiacfes sdo um incentivo importante para os alunos, ndo apenas pelo
reconhecimento do seu esforco e dedicacdo, mas também pela possibilidade de se
destacarem em competicdes maiores. A premiacdo também promove a entrega de
certificados de participacdo para todos os envolvidos, o que agrega valor ao curriculo dos
estudantes.

A Olimpiada Alagoana de Matematica tem um grande impacto na educacao

matematica do Estado de Alagoas, principalmente pelos seguintes motivos:

« Promocdao do interesse pela Matemética: A competicdo motiva os alunos
a estudar Matematica de maneira mais profunda e investigativa, mostrando

gue a disciplina pode ser divertida e desafiadora.
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« Identificacdo e desenvolvimento de talentos: Muitos dos estudantes que
se destacam na OAM acabam participando de competicbes de maior nivel,
como a OBM, contribuindo para o crescimento da Matematica no estado e no

Brasil.

e Integracdo entre escolas: A OAM proporciona um espacgo para que
estudantes de diferentes escolas de Alagoas se encontrem, compartilhem
conhecimentos e se inspirem mutuamente, criando uma rede de aprendizado

e cooperacao.

e Incentivo a formacgado de professores: A competicdo também estimula o
desenvolvimento de novas metodologias de ensino da Matematica nas
escolas, pois professores frequentemente buscam formas criativas de

preparar seus alunos para os desafios da Olimpiada.

A Olimpiada Alagoana de Matematica € uma excelente iniciativa para promover
a educagcdo matematica no estado de Alagoas, ajudando a identificar talentos, estimular
0 pensamento logico e despertar o interesse pela Matematica de forma interativa e
desafiadora. Mais do que uma simples competicdo, a OAM é uma ferramenta educativa
poderosa que contribui para o desenvolvimento académico dos estudantes e para a
melhoria do ensino da Matematica nas escolas de Alagoas, criando uma cultura de

valorizagdo da Matematica entre os jovens.

1.4.3 A OLIMPIADA CANGURU DE MATEMATICA (OCM)

A Olimpiada Canguru de Matematica (OCM) é uma das mais importantes
competicdes de Matematica do Brasil e de outros paises ao redor do mundo, conhecida
pela sua proposta inclusiva e desafiadora. Criada em 1991 na Franca, a competicao tem
como principal objetivo estimular o interesse e a préatica da Matemética entre estudantes
de diversas idades, desde o Ensino Fundamental até o Ensino Médio. A OCM é realizada
em diversos paises e, no Brasil, tem se consolidado como um evento de grande

relevancia para o desenvolvimento da educacdo matematica (Canguru, 2025).
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A OCM tem uma série de objetivos fundamentais, sendo os principais:

Estimulo ao raciocinio l6gico e matematico: A Olimpiada Canguru busca
fomentar nas escolas a pratica da Matematica de maneira Iudica e
desafiadora, estimulando os alunos a desenvolverem suas habilidades de
resolucao de problemas e pensamento critico.

Promocao do interesse pela Matematica: A competicdo tem como meta
atrair os jovens para o universo da Matematica, mostrando que ela pode ser

divertida, interessante e aplicavel em diversas situacdes do cotidiano.

Desenvolvimento de habilidades cognitivas: A OCM ajuda os alunos a
desenvolverem habilidades de resolucdo de problemas, concentracao,

criatividade e perseveranca, além de ampliar seu repertorio matematico.

Integragcdo entre escolas e paises: Ao ser realizada em varios paises, a
Olimpiada Canguru proporciona um ambiente de competicdo saudavel e de
intercambio cultural entre jovens de diferentes regides do mundo, criando

uma rede global de estudantes com interesse em Matemaética.

A OCM ¢é organizada em diferentes categorias, de acordo com a faixa etaria dos

participantes. Cada categoria apresenta provas com niveis variados de dificuldade,

adaptados a série escolar dos competidores. A competicdo ocorre em uma Unica fase,

com uma prova composta por questdes de multipla escolha.

As categorias da Olimpiada Canguru sao as seguintes:

A w0 P

Benjamim: Para alunos do Ensino Fundamental (6° e 7° ano).

Junior: Para alunos do Ensino Fundamental (8° e 9° ano).

Sénior: Para alunos do Ensino Médio (1°, 2° e 3° ano).

Master: Para alunos do Ensino Médio com um nivel mais avancado de

conhecimento.



25

As provas da OCM sdo compostas por questdes de mdltipla escolha, com um
namero variavel de alternativas. As questdes envolvem uma ampla gama de temas

matematicos, como:

o Geometria: Figuras geométricas, areas, volumes e relagcbes geométricas.

e Aritmética: Operacdes matematicas, fragbes, porcentagens, razdo e
proporgao.

« Algebra: Expressdes algébricas, equacdes e inequacoes.

« Raciocinio légico: Problemas de l6gica matemética, padrdes e sequéncias
numeéricas.

e Combinatéria e Probabilidade: Questdes que envolvem a contagem de

possibilidades e a andlise de eventos probabilisticos.

A OCM é conhecida por sua abordagem criativa e acessivel, oferecendo
guestbes que desafiam os alunos a pensarem fora da caixa e a usarem diferentes
estratégias para chegar a solugdes. As questdes sdo cuidadosamente formuladas para
estimular a curiosidade e o interesse pela Matematica.

A inscricdo na Olimpiada Canguru de Matematica € aberta a todas as escolas e
alunos interessados em participar. As escolas realizam a inscricdo em nome de seus
alunos, mas também ha possibilidade de inscricdo individual para estudantes que néo
estejam vinculados a uma escola participante. A prova € realizada anualmente,
geralmente em marco, e a participacao € aberta a alunos de todo o pais.

A Olimpiada Canguru de Matematica oferece uma premiacao para os melhores

classificados de cada categoria. As premiagdes incluem:

e« Medalhas: Os alunos que se destacam recebem medalhas de ouro, prata e
bronze, de acordo com o desempenho na competicéo.

o Certificados: Todos os participantes recebem um certificado de participacéao,
e aqueles que se destacam ganham certificados de menc¢ao honrosa.

e« Prémios: Alguns alunos podem ganhar prémios adicionais, como livros de

Matematica ou outros materiais educativos.
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Além disso, a premiacdo € uma forma de reconhecimento para os estudantes,
incentivando-os a continuar seus estudos e a se aprofundar no campo da Matematica.

A OCM tem um impacto significativo tanto no desenvolvimento dos alunos quanto
no fortalecimento do ensino de Matematica no Brasil e em outros paises. Entre os

principais beneficios da competicao, destacam-se:

o« Desenvolvimento do raciocinio légico e estratégico: As questbes da
OCM desafiam os alunos a pensarem de maneira logica e estratégica,
habilidades que s&o fundamentais tanto na Matematica quanto em outras

areas do conhecimento.

e Incentivo a busca pelo conhecimento: Ao oferecer uma competicdo que
vai além da sala de aula tradicional, a Olimpiada Canguru motiva o0s
estudantes a se aprofundarem na Matematica e a buscar novas formas de

aprendizagem.

e Preparacao para outras competicdes: Muitos alunos que se destacam na
OCM acabam sendo encaminhados para outras competicbes mais
avancadas, como a Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), e até para
competi¢cdes internacionais, como a Olimpiada Internacional de Matematica
(IMO).

e Integracdo de estudantes de diferentes culturas: Por ser realizada em
varios paises, a OCM proporciona um intercambio cultural entre estudantes
de diferentes partes do mundo, criando uma rede global de jovens

matematicos.

Portanto, a Olimpiada Canguru de Matematica € uma excelente oportunidade
para estudantes de todas as idades testarem seus conhecimentos matematicos,
desenvolverem suas habilidades e se prepararem para novos desafios académicos. Com
sua proposta inclusiva, criativa e estimulante, a competicdo tem contribuido

significativamente para o fortalecimento da educacdo matemética no Brasil e no mundo.



27

Além de promover a Matemética de maneira acessivel, a OCM inspira alunos a
se tornarem mais curiosos, criativos e dedicados ao aprendizado, abrindo portas para

novas oportunidades académicas e profissionais.

1.4.4 A OLIMPIADA INTERNACIONAL MATEMATICA SEM FRONTEIRAS (OIMSF)

A Olimpiada Internacional Matematica Sem Fronteiras (OIMSF) €& uma
competicdo internacional de Matemética que visa promover a troca de conhecimentos e
experiéncias entre estudantes de diferentes paises, com foco no desenvolvimento do
raciocinio légico e na aplicacdo de conceitos matematicos de forma colaborativa e
interdisciplinar. Diferente de outras olimpiadas de Matematica, que sao
predominantemente individuais, a OIMSF é baseada em equipes, o que reforca a
importancia da cooperagédo, do trabalho em grupo e da comunicacdo entre o0s
participantes (Rede POC, 2025).

A Olimpiada Internacional Matematica Sem Fronteiras foi criada em 2004, com o
objetivo de promover a Matematica de maneira criativa e interativa, permitindo que
estudantes de diferentes culturas e paises possam trabalhar juntos para resolver
problemas desafiadores. Organizada por uma rede de escolas e instituicoes
educacionais, a OIMSF tem como foco principal a integracdo internacional por meio da
educacdo matematica.

Seus principais objetivos séo:

« Desenvolver o raciocinio l6gico e matemético: A competicdo busca
estimular o pensamento critico, a resolucdo de problemas e a criatividade
dos participantes, aspectos essenciais para a formacéao académica e para o

desenvolvimento pessoal dos alunos.

« Fomentar o trabalho em equipe: Ao contrario de muitas outras competicées
matematicas, a IMSF € uma competicdo em equipe, 0 que incentiva 0s
alunos a colaborarem, discutirem solucdes e trocarem ideias para resolver

0S problemas propostos.
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« Promover a interculturalidade: Como a competicdo envolve equipes de
diferentes paises, a OIMSF busca criar um ambiente de intercambio cultural,
onde os alunos aprendem sobre outras culturas enquanto compartilham um

objetivo comum.

o Estimular o interesse pela Matematica: A competicdo tem o intuito de
mostrar aos estudantes que a Matematica pode ser divertida, desafiadora e
altamente envolvente, além de sua aplicabilidade em diversas areas do

conhecimento e da vida cotidiana.

A Olimpiada Internacional Matemética Sem Fronteiras ocorre anualmente e
envolve equipes de estudantes de escolas ao redor do mundo. Atualmente, no
Regulamento da Edicdo de 2025, é vedada a participacdo individual, devendo a
competicdo ser realizada em equipe com, no minimo, 5 estudantes. A competicdo é
baseada em uma série de questdes matematicas que exigem trabalho colaborativo e
pensamento interdisciplinar. As provas da OIMSF sao enviadas por correspondéncia ou
por meios digitais, com prazos fixos para que as equipes respondam e entreguem suas
solugdes. As provas sao dissertativas e deveréo ser resolvidas em equipe sem o auxilio
do professor.

As provas serao divididas em trés niveis:

e Basico — para os estudantes do 4° ao 6°. ano do Ensino Fundamental
e Junior — para os estudantes do 7° ao 9° ano do Ensino Fundamental

e Sénior — para todas as séries do Ensino Médio
Quanto ao numero de questdes, ha a seguinte divisédo atual:

e Basico — 8 questdes para todas as séries.

e Junior —7° e 8° anos: 9 questdes; 9° Ano: 10 questdes.

e Sénior — 1° Ano do Ensino Médio: 11 questdes; 2° Ano do Ensino Médio: 12
questbes; 3° Ano do Ensino Médio e (se houver) 4° Ano do Ensino

Médio/Técnico: 13 questdes.
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Acerca das caracteristicas das provas, tem-se que:

e« Questdes interdisciplinares: Os problemas apresentados na IMSF néo se
restringem apenas a Matematica pura, mas muitas vezes envolvem
conexdes com outras areas do conhecimento, como fisica, ciéncias e até
mesmo arte. Isso estimula os alunos a pensar de maneira mais ampla e a

integrar diferentes areas do saber.

e Formato colaborativo: As questbes sédo pensadas de forma que exijam a
colaboracéo entre os membros da equipe. Isso promove o trabalho em grupo,

o compartilhamento de ideias e a construcao coletiva de solucgdes.

o Desafio e criatividade: A competicdo exige que os participantes nao apenas
conhecam 0s conceitos matematicos, mas também que sejam criativos e

encontrem solu¢des inovadoras para problemas complexos.

A participagdo na Olimpiada Internacional Matematica Sem Fronteiras esta
aberta a escolas de diferentes paises. Para se inscrever, as escolas devem formar
equipes compostas por quatro estudantes, geralmente do Ensino Médio, e um professor
responsavel. A competicdo ndo exige um alto nivel de preparacao prévia, mas os alunos
precisam ter uma boa base de Matematica e ser capazes de trabalhar juntos para resolver
problemas desafiadores.

Cada escola pode inscrever quantas equipes desejar, 0 que permite uma grande
diversidade de participantes a cada edicdo. Além disso, as provas podem ser feitas em
diferentes idiomas, dependendo da organizacéo local, o que facilita a participacdo de
escolas de diferentes partes do mundo.

A Olimpiada Internacional Matemética Sem Fronteiras premia as equipes que se
destacam em cada edicdo com medalhas, certificados de participagédo e diplomas de

honra. Além disso, ha uma premiacao especial para as equipes que conseguem alcancar
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as melhores colocagdes, incentivando ainda mais o trabalho em equipe e a dedica¢éo ao
estudo da Matemaética.

A premiagao néo € o unico reconhecimento: a OIMSF é uma oportunidade para
gue os alunos adquiram uma experiéncia internacional, que pode ser valiosa tanto no
contexto académico quanto profissional. Participar de uma competicdo internacional
como essa € um grande diferencial para os estudantes, ja que mostra sua capacidade de
trabalhar em equipe e sua habilidade de resolver problemas complexos, duas
competéncias altamente valorizadas em diversas areas.

A Olimpiada Internacional Matematica Sem Fronteiras tem um impacto positivo
tanto nos estudantes quanto nas escolas que participam. Alguns dos beneficios mais

notaveis incluem:

« Desenvolvimento de habilidades colaborativas: Ao trabalhar em equipe,
os alunos aprendem a colaborar, comunicar-se eficazmente e a resolver
problemas de maneira conjunta, habilidades que sédo essenciais no mundo

atual.

« Integracdo de conhecimentos: A OIMSF desafia os estudantes a
integrarem conhecimentos de diferentes areas do saber, ampliando sua visédo

sobre a Matematica e suas aplicacdes.

« Envolvimento em uma experiéncia internacional: A competicdo oferece
aos alunos a oportunidade de interagir com colegas de outros paises,

enriguecendo suas perspectivas culturais e educacionais.

o Estimulo a continuidade nos estudos de Matematica: A participagcdo em
uma competicao desafiadora como a OIMSF pode ser um grande motivador
para os alunos continuarem seus estudos em areas como Matematica,

Fisica, Engenharia e outras ciéncias exatas.

Deste modo, a Olimpiada Internacional Matematica Sem Fronteiras € mais do

gue uma simples competicdo de Matematica: € uma plataforma internacional que

promove a troca de conhecimento, o desenvolvimento de habilidades colaborativas e o0
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intercambio cultural entre estudantes de todo o mundo. Ao trabalhar em equipe para
resolver problemas matematicos desafiadores, os alunos ndo sO aprimoram suas
habilidades académicas, mas também aprendem licbes valiosas sobre como se
comunicar, pensar de forma criativa e integrar diferentes areas do conhecimento.

Essa competicdo oferece uma oportunidade Unica para os jovens talentos de
Matematica se destacarem no cendrio internacional, ao mesmo tempo em que contribui

para a construcdo de uma rede global de aprendizagem.

1.5 A OCORRENCIA DE TEORIA DOS NUMEROS E EXEMPLOS CLASSICOS DE
PROBLEMAS NAS OLIMPIADAS DE MATEMATICA NA EDUCACAO BASICA NO
BRASIL

Nas olimpiadas de Matematica, a Teoria dos Numeros é frequentemente
explorada por meio de problemas que envolvem divisibilidade, nimeros inteiros, nimeros
primos, Teorema Fundamental da Aritmética, Sequéncias Numeros, Testes de
primariedade e niumeros compostos, Teorema de Fermat e Congruéncia Modular. Esses
topicos sdo selecionados por sua capacidade de testar a profundidade do entendimento
matematico dos alunos e de incentivar o desenvolvimento de habilidades de resolugéo
de problemas.

Problemas classicos incluem questbes sobre divisibilidade, propriedades de
nameros primos, o Teorema Fundamental da Aritmética e congruéncia. Por exemplo, um
problema pode envolver a prova de que a soma de dois nUmeros primos € sempre par,
exceto em um caso especifico.

Esses problemas néo apenas reforcam os conceitos aprendidos, mas também
ajudam a desenvolver a habilidade dos alunos de raciocinar logicamente e de formular e
testar hipéteses matematicas. Através da analise de exemplos classicos e da resolucao
de problemas desafiadores, os alunos aprofundam seu entendimento da Teoria dos
Numeros e se preparam melhor para enfrentar competicdes futuras e aplicar esses

conhecimentos em contextos académicos e profissionais.
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CAPITULO 2

METODOS PARA A RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Neste capitulo, apresentamos algumas regras essenciais para a resolucéo eficaz
de problemas matematicos envolvendo a Teoria dos NUmeros. Essas regras devem ser
consideradas como orientagfes importantes para garantir que o processo de resolucao
seja bem-sucedido. Vamos detalh&-la a seguir, explicando seu propdsito e como podem

ser aplicadas.

2.1 TECNICAS PARA RESOLUCAO EFICAZ DE PROBLEMAS EM TEORIA DOS
NUMEROS NAS OLIMPIADAS DE MATEMATICA NA EDUCACAO BASICA NO
BRASIL

A seguir, listam-se regras para uma resolucéo eficaz de problemas em Teoria
dos Numeros nas olimpiadas de Matematica na Educacao Bésica no Brasil (Oliveira &
Corcho Fernandez, 2012):

Regra 1 — Ler bem o enunciado do problema e utilizar todas as informacdes disponiveis.

Antes de iniciar a resolucdo de um problema, é fundamental que o enunciado
seja lido com atencdo. Muitas vezes, detalhes importantes estéo presentes e podem fazer
toda a diferenca na solucdo. Ignorar alguma informagéo relevante ou mal interpreta-la
pode levar a resultados incorretos ou solucdes incompletas.

Um exemplo de aplicacao desta regra é o seguinte: suponha que o enunciado de
um problema mencione um valor que, embora ndo pareca essencial a primeira vista,
mostra-se crucial para a solucéo.

Por isso, é necessario verificar e utilizar todos os dados fornecidos.
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Regra 2 — Fazer casos particulares ou casos mais simples de problemas similares para

adquirir familiaridade com o problema.

Em muitos casos, resolver um problema mais simples ou criar uma versao
particular do problema original pode ajudar a entender melhor o que estéa sendo pedido.
Compreender casos mais simples permite visualizar padrdes e insights que facilitam a
resolucéo do problema principal.

A aplicacdo desta regra pode ser vista no seguinte exemplo: se o problema
envolver uma sequéncia de numeros, comecar resolvendo a sequéncia para valores
menores pode fornecer uma intuicdo para resolver o caso geral. Isso também ajuda a

identificar possiveis padrées que seréo Uteis para a solu¢cao completa.

Regra 3 — Mudar a representacdo do problema, transformando-o em um problema

equivalente.

As vezes, a forma como o problema é apresentado pode dificultar a resolucao.
Uma boa estratégia € mudar a representacdo do problema para torna-lo mais acessivel
ou mais facil de entender. Isso pode incluir reescrever o problema de maneira diferente,
criar um gréafico, ou até mesmo usar variaveis e notacdes que facilitem a manipulacao
matematica.

Esta regra pode ser enxergada por meio do seguinte exemplo: um problema
envolvendo uma equacdo pode ser mais facil de resolver se for representado
graficamente. Transformar uma situacédo de palavras em uma equacao ou vice-versa

também pode tornar a resolugdo mais direta.

Regra 4 — Usar a imaginacao pesquisando caminhos alternativos. Extrapolar os limites.

Em muitos problemas, a solu¢do mais ébvia nem sempre € a mais eficiente ou a
mais facil de encontrar. Pensar de maneira criativa e procurar diferentes abordagens
pode revelar caminhos mais rapido ou solugcBes inesperadas. Extrapolar os limites
significa pensar além dos parametros convencionais e explorar novas formas de olhar o

problema.
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Estas técnicas podem ser aplicadas por intermédio do seguinte exemplo: em um
problema de geometria, pode-se imaginar como seria a solu¢cdo se o problema fosse
modificado em alguma parte, como mudar as dimensdes ou as condic¢des iniciais.

Em resumo, essas técnicas sao fundamentais para guiar o raciocinio légico e a
abordagem metodolégica na resolugédo de problemas matematicos, sendo especialmente
Uteis para os desafios propostos pela OBMEP.

Elas ajudam a organizar o pensamento, explorar diferentes perspectivas e
identificar solucbes criativas e eficientes. Ao praticar essas estratégias, o processo de
resolugdo se torna mais organizado, e as dificuldades enfrentadas durante o caminho
podem ser superadas com mais facilidade.

Com o tempo, essas regras se tornam ferramentas naturais para qualquer
estudante de Matematico que as pratique sistematicamente, tornando o desafio da
resolucdo de problemas mais acessivel e gratificante, tanto para os problemas do

cotidiano quanto para as questdes da OBMEP.

2.2 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Uma das metodologias eficazes para o ensino de Matematica € a resolucéo de
problemas, proposta por George Pdlya (2006), em sua famosa obra A Arte de Resolver
Problemas, cuja ano da primeira publicacdo foi 1945. Segundo Pdlya, o ensino da
Matematica deve ser voltado para o desenvolvimento do pensamento critico, em que o
professor atua como mediador e ndo apenas como transmissor de conteudo.

A resolucéao de problemas ajuda os alunos a desenvolverem estratégias diversas
para encontrar solugdes, estimulando o raciocinio l6gico e a criatividade. E ao criar um
ambiente competitivo, as olimpiadas de Matematica contribuem para o desenvolvimento
da Matemética como disciplina essencial na educagéo basica.

Como Pdlya (2006, p.10) afirma:

A Matemaética ndo é um esporte para espectadores; ndo se pode desfrutar dela
nem aprendé-la sem a participagdo ativa; por isso o principio da aprendizagem
ativa é particularmente importante para ndés, professores de Matemética,

especialmente se considerarmos como nosso principal objetivo, o primeiro de
nossos objetivos, 0 de ensinar o estudante a pensar.
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Portanto, a combinacdo da OBMEP com a metodologia de resolugdo de

problemas ndo apenas prepara os alunos para as competicbes, mas também contribui

significativamente para o aprimoramento do ensino de Matematica, especialmente em

escolas publicas, em que a motivacdo dos alunos muitas vezes € um desafio.

2.3 ENUNCIACAO DE TECNICAS ESPECIFICAS PARA RESOLVER PROBLEMAS DE
TEORIA DOS NUMEROS

A Teoria dos Numeros é uma vasta subarea da Matematica, e lida com as

propriedades (e as suas rela¢cdes) dos numeros inteiros.

Neste interim, h& varias técnicas especificas para resolver problemas dessa area,

tais como (dentre outras; algumas das quais vistas nos proximos capitulos):

2.3.1. FATORACAO DE NUMEROS

Teorema Fundamental da Aritmética: Todo numero inteiro maior que 1 pode
ser decomposto de forma Unica como um produto de primos.

Algoritmo de Euclides: Usado para calcular o maior divisor comum (MDC) de
dois numeros inteiros.

Testes de primalidade: Métodos para determinar se um numero € primo,

como o teste de divisibilidade por nimeros pequenos.

2.3.2 CONGRUENCIAS E ARITMETICA MODULAR

Teorema Chinés do Resto: Permite resolver sistemas de congruéncias
lineares com modulares coprimos.

Teorema de Fermat: Para um nimero primo p, se a € um numero inteiro e p
ndo divide a (escrevemos p t a), entdo aP~! = 1 (mod p).

Teorema de Euler: Generaliza o Teorema de Fermat para nidmeros nao

necessariamente primos.
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e Redugdes modulares: Técnicas de simplificacdo de grandes numeros em

problemas de congruéncias.

2.3.3 SISTEMAS DIOFANTINOS
o Equagbes Diofantinas Lineares: S&o resolvidas através do Algoritmo de
Euclides estendido.

2.4 DISCUSSAO SOBRE ABORDAGENS CRIATIVAS E ESTRATEGIAS EFICAZES

Resolver problemas de Matemética na Educacdo Bésica de forma criativa e
eficaz exige uma combinacdo de abordagens pedagdgicas, estratégias envolventes e
uma mentalidade flexivel tanto para os professores quanto para os alunos. Aqui estao
algumas abordagens criativas e estratégias eficazes para enfrentar desafios mateméaticos
nesse nivel de ensino (Pinto, 2019):

2.4.1 GAMIFICACAO
e Transformar problemas em jogos: Criar atividades matematicas em
formato de jogos, como quiz, bingo matematico ou desafios de tempo, torna
o aprendizado mais divertido e engajador. Usar plataformas como Kahoot! ou

aplicativos educativos também pode tornar as licdes interativas.

o Desafios em grupo: Organizar competicdes matematicas em sala de aula,
onde os alunos se dividem em equipes e resolvem problemas

colaborativamente, cria um ambiente de colaboracédo e competicdo saudavel.

2.4.2. APRENDIZAGEM BASEADA EM PROBLEMAS (PBL)
e Problemas contextualizados: Apresentar problemas matematicos
baseados em situacdes do cotidiano dos alunos, como calcular o custo de
uma festa, planejar um orcamento ou analisar dados sobre esportes ou

filmes. Isso ajuda a conectar o contetdo abstrato com 0 mundo real.

« Exploragéo de problemas complexos: Introduzir problemas mais amplos
gue exijam pesquisa, discussdo e tentativas de solucao, incentivando os

alunos a explorar multiplas solucdes e abordagens.
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2.4.3. APRENDIZAGEM ATIVA

Exploracdo com material manipulativo: Utilizar blocos de base dez, réguas
de fracionamento, tangram ou outros materiais manipulaveis para que 0s
alunos possam visualizar e experimentar conceitos matematicos de maneira

concreta.

Ensino de “pensamento visual”: Incentivar os alunos a desenharem
diagramas, graficos e outras representacdes visuais de problemas. Isso pode
ser especialmente Util para resolver problemas de geometria, algebra e até

aritmética.

2.4.4. HISTORIAS E NARRATIVAS

Resolver problemas com histérias: Contar uma historia ou criar um cenario
ficticio que envolva uma situacdo matematica. Por exemplo, construir uma
narrativa onde os alunos precisam resolver um enigma ou missao usando

suas habilidades matematicas.

Matematica em contextos culturais: Explorar como diferentes culturas e
civilizagbes abordaram conceitos matematicos ao longo da historia, ajudando

a contextualizar os conceitos e a tornar o aprendizado mais interessante.

2.4.5. APRENDIZAGEM COOPERATIVA

Trabalho em duplas ou pequenos grupos: Permitir que os alunos resolvam
problemas em grupos pequenos. Isso fomenta a colaboragéo, a troca de

ideias e a construcéo coletiva do conhecimento.

Método "Think-Pair-Share": Em uma primeira etapa, os alunos refletem
individualmente sobre o problema (Think), depois discutem suas ideias com
um parceiro (Pair) e, finalmente, compartilham suas solucdes ou raciocinios

com a classe inteira (Share).
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2.4.6. USO DE TECNOLOGIA

Aplicativos e plataformas educativas: Utilizar softwares e aplicativos
interativos, como GeoGebra, Desmos ou outros recursos online, para ilustrar

conceitos matematicos e promover experimentacdes digitais.

Simulacdes e animacgdes: Aplicar videos ou anima¢gfes que mostrem o
funcionamento de conceitos matematicos complexos de uma maneira

visualmente atraente e intuitiva.

2.4.7. DESAFIOS E ENIGMAS

Problemas desafiadores: Propor problemas de raciocinio l6gico, enigmas e
guebra-cabecas que envolvam a aplicacdo de conceitos matematicos de
maneira criativa. Esses problemas ajudam a desenvolver o pensamento

critico e a perseveranca dos alunos.

Sequéncias de problemas: Criar uma sequéncia de problemas interligados
gque ajudem os alunos a aprender progressivamente sobre um conceito

especifico, dando-lhes uma sensacao de conquista e fluidez.

2.4.8. ENSINO POR DESCOBERTA

Guiar o aluno para a descoberta: Em vez de apenas apresentar o conceito,
guiar os alunos em uma jornada de descoberta. Por exemplo, ao ensinar
fracOes, permita que os alunos descubram por si mesmos como dividir uma

pizza ou um objeto e, gradualmente, deduzam as regras.

Inducdo e deducdo: Fomentar a capacidade dos alunos de chegar a
conclusdes por meio da inducao (de exemplos) e deducéo (de axiomas e

teoremas).

2.4.9. EXPLORACAO DE PADROES E SEQUENCIAS

Identificacdo de padrdes: Estimular os alunos a identificar padrdes

numeéricos ou geométricos. Trabalhar com sequéncias como progressdes
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aritméticas ou geométricas pode ser um excelente ponto de partida para

explorar conceitos de forma intuitiva.

Uso de tabelas e gréaficos: Ao estudar padrbes, fazer os alunos registrar
dados em tabelas e representéa-los graficamente pode ajuda-los a ver a

Matemaéatica de uma maneira visual e dinamica.

2.4.10. REFLEXAO E DISCUSSAO

Espaco para reflexdes: Apés resolver um problema, promover discussdes
em sala de aula sobre as estratégias usadas. Isso ajuda os alunos a
refletirem sobre suas solu¢des, compreendendo o raciocinio por tras das

respostas.

Encorajar questionamentos: Incentivar os alunos a fazer perguntas sobre
o problema e a investigar diferentes métodos de resolu¢cdo, mostrando que

ha mais de uma maneira de abordar um desafio.

2.4.11. ENSINO PERSONALIZADO

Diferenciacdo do ensino: Adaptar os problemas de acordo com 0s niveis
de habilidade dos alunos. Para alguns, pode ser necessario um apoio maior,

enguanto outros podem ser desafiados com problemas mais complexos.

Apoio adicional: Criar grupos de apoio para alunos com dificuldades,
oferecendo materiais de reforco ou desafios adicionais para alunos

avancados.

2.4.12. EXPLORACAO DE CONEXOES MULTIDISCIPLINARES

Conexdo com outras areas do conhecimento: Relacionar a Matematica
com outras disciplinas, como Ciéncias, Histéria, Arte e Geografia. Por
exemplo, estudar simetrias em arte ou geometria em arquitetura pode ajudar

a contextualizar o aprendizado matematico.

Essas estratégias ndo so tornam as aulas de Matemética mais interessantes e

dindmicas, como também ajudam a desenvolver habilidades de pensamento critico,
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resolucao de problemas e colaboracéo, essenciais para o sucesso académico e na vida
cotidiana dos alunos. A chave € manter o ensino envolvente, relevante e desafiador,
permitindo que os alunos se sintam motivados a explorar e aprender mais sobre a

Matematica.
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CAPITULO 3

TOPICOS DE TEORIA DOS NUMEROS OCORRENTES NAS OLIMPIADAS DE
MATEMATICA NA EDUCACAO BASICA NO BRASIL.

Neste capitulo, abordaremos os principais temas da Teoria dos Numeros que
vem ganhando destaque nas olimpiadas de Matematica voltadas para a Educacédo
Bésica no Brasil. A Teoria dos Numeros, area da matematica dedicada ao estudo das
propriedades e relacdes dos numeros inteiros, sera explorada com foco especial nos
topicos frequentemente presentes na Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas (OBMEP). Atualmente, a OBMEP € a principal iniciativa que promove
disseminacdo da Matematica em grande escala entre os estudantes brasileiros, além de
ser uma ferramenta essencial para identificar e incentivar novos talentos na area.

Este capitulo serd focado em apresentar, de forma simplificada e objetiva, os
principais resultados necessarios para a resolucdo de problemas nivel olimpico,
especialmente aqueles que podem ser trabalhados no Ensino Fundamental Il. Para isso,
desenvolveremos a explicacdo dos conteudos essenciais, acompanhada de exemplos e
exercicios com grau de dificuldade moderado.

O intuito é garantir que o material seja claro e acessivel tanto para professores
gue desejam utiliza-lo em sala de aula quanto para estudantes que pretendem estudar
por conta propria, desde que ja tenham tido um primeiro contato com o0s temas
abordados.

Como principal referéncia, utilizaremos o livro: Aritmética — COLECAO
PROFMAT (Hefez et al., 2022), buscando oferecer ao docente uma base solida e
direcionada para o Ensino Fundamental, com foco na compreenséo dos conceitos e dos
resultados mais relevantes para o desenvolvimento das habilidades matematica exigidas

em competicdes.
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3.1 NUMEROS INTEIROS: CONCEITOS, PROPRIEDADES E SUAS APLICACOES

3.1.1 CONCEITOS

Os numeros inteiros surgiram da necessidade de resolver situacbes em que
0S nameros naturais ndo eram suficientes, como por exemplo em contexto de perdas,
dividas e temperaturas abaixo de zero. Assim, o conjunto dos nameros inteiros abrange
0S numeros positivos, negativos e o zero, permitindo realizar operacfes de subtracéo e
outras mais complexas sem sair do conjunto.

As operacdes de adi¢do, subtracao e multiplicacédo estdao bem definidas em Z, ou
seja, o resultado da operacao entre quaisquer dois niUmeros inteiros continua no sendo
um numero inteiro. O conjunto dos numeros inteiros, denotado por Z, € formado pelos
ndmeros naturais, Seus opostos e o zero, ou seja:

Z={..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,..},

juntamente com as operacdes de adicao (a,b) - a + b e da multiplicacdo (a,b) »> axb
(denotaremos a * b também por a X b, ou ainda por ab).
Em Z ha também um subconjunto que se destaca: o conjunto dos numeros
naturais:
N={1,23,..}

A nossa abordagem sera essencialmente axiomatica, ou seja, a partir de uma

lista razoavelmente pequena de propriedades usando a adi¢ao e a multiplicacao.

3.1.2 A ADICAO E A MULTIPLICACAO EM Z
As propriedades de adi¢cao e de multiplicacdo em Z possuem sdo as seguintes:

I. A adicao e a multiplicacédo sdo bem definidas:
Para todos a,b,a’,b’ € Z:

sea=a eb=>b',entdo:a+b=a"+b" e asb=a"*Db'.

[I. A adicdo e a multiplicagcdo sao comutativas:

Paratodos a,b € Z,entioa+b=b+a,ea*b =b=x*a.
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[I. A adicao e a multiplicacdo sao associativas:

Para todos a,b,c € Z, temos que: (a+b)+c=a+ (b+c)e(axb) xc=a=x (b =*c).

V. A adicao e a multiplicacdo possuem elementos neutros:

Para todos a € Z, existem O e 1 (elementos neutros) taisque a+ 0 =aeax1=a.

V. A adicdo possui elementos simétricos:

Para todos a € Z, existe b = (—a) talque a+ b = 0.

VI. A multiplicacao é distributiva com relacéo a adicéo:

Para todos a,b,c € Z, tem-sea*x(b+c) =a*b + a=*c.

Essas propriedades garantem o funcionamento adequado das operacdes em Z e

servem como base para a resolucéo de diversos problemas.

3.2 DIVISIBILIDADE

Dados dois numeros inteiros quaisquer, m e n, afirmamos que n € um divisor de
m quando a divisdo de m por n resulta em um numero inteiro. Nesse caso, também
podemos dizer que m é um multiplo de n ou que n divide m, o que representamos
simbolicamente como n|m, se existir um k € Z tal que m = kn. Caso néo exista tal inteiro,
escrevemos n t m para indicar que n nao divide m.

A partir da definicdo de divisibilidade, enunciamos propriedades importantes:

Proposicéo 1: Sejam m,n,p, q € Z. Entdo valem as seguintes propriedades:
) Seqlmeql|n,entdo q | (mx + ny), para quaisquer x,y € Z.
II) Se g | m, entdo m = 0 ou |q| < |m].

l)Sem|nen|p,entdom|p.

Demonstracao:
) Se g | m e q | n, entdo existem inteiros k, e k, tais que m = k;qge m = k,q.

Portanto, para quaisquer x,y € Z, tempos:
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mx +ny = (kiq)x + (k;q)y = q(k,x + k,y) = qks, onde k3 = kix + k,y € um namero

inteiro. Assim, concluimos que q | (mx + ny).
II) Vamos considerar dois casos:

Casol:m=0.

Neste caso, basta k = 0, e teremos m = kq, 0 que implica que q | m.

Caso 2: m # 0.
Se m # 0, entdo m = kq para algum k € Z. Com |k| > 1, temos que |m| = |kq| =

lkllq] = 1.]q| = |q|. Portanto, |gq| < |m]|.

lll) Se m|n e n|p, entdo existem inteiros k, e k, tais que n=k;me p = k,n.
Substituindo a primeira equacao na segunda, obtemos: p = k,n = k,(kym) = (kyk;)m =

ksm, onde k; = k,k,; € um namero inteiro. Portanto, concluimos que m| p.

Essas propriedades sdo fundamentais para resolver problemas envolvendo a
divisibilidade, especialmente em contextos educacionais. Dominar esses conceitos é

essencial para que os estudantes possam avancar em topicos mais complexos.

3.3 NUMEROS PRIMOS E COMPOSTOS

Os ndameros primos sdo numeros naturais maiores que 1 que possuem apenas
dois divisores positivos: 0 1 e o proprio numero. Por exemplo, os numeros 2, 3, 5, 7 sdo
primos, pois s6 podem ser divididos, com resto nulo, por 1 e por eles mesmos.

Por outro lado, se um nimero nédo for primo, ele € chamado de nUmero composto,
ou seja, ele pode ser dividido por um numero diferente de 1 e dele mesmo. Por exemplo,
0 numero 4 é composto, pois ele pode ser dividido por 1, e ele mesmo (4), e, além disto,

por 2.
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3.3.1 PROPRIEDADES DOS NUMEROS PRIMOS

A partir da definicdo de nimeros primos e compostos, enunciamos propriedades

importantes:
|. Sejam dois niumeros primos m e n. Se n divide m, entdo n = m.

Se temos dois nimeros primos n e m, e sabemos que n divide m (ou seja, n|m),
entdo n tem que ser igual a m. Isso acontece porque um numero primo s6 pode ser
divisivel por ele mesmo ou pelo nimero 1. Assim, se n divide m e n € m s&o primos,
entdo n deve ser igual a m.

No caso de m ser primo e n ser um inteiro a principio indeterminado, entao se
n|m, implica que m € um mdltiplo de n, 0 que ocorre somente se n = m, COMO ja vimos,

ou se n = 1, pois 1 divide todo inteiro.

Il. Se 0 méximo divisor comum (mdc) entre n e m é 1, entdo n ndo divide m.

Se mdc {n, m} = 1, isso significa que n e m ndo tem nenhum divisor comum além
do ndmero 1. Ou seja, n e m sao coprimos. Entdo, nem n divide m, e nem m divide n.
Neste caso, ndo existe inteiros k4, k, e g taisque m = k;q e n = k,q, pois, se existissem,
diriamos que m e n sédo multiplos de q, e, consequentemente, mdc {n, m} # 1.

Observe-se que a reciproca dessa propriedade nao é verdadeira, pois existem
inimeros m e n inteiros que néo se dividem um pelo outro, mas cujo mdc néo € 1, como
ocorre com 4 e 10: vé-se que 4 + 10, e 10 t 4, mas mdc {4, 10} = 2 # 1, pois eles, 4 e 10,

possuem divisor comum n&o-unitario.
3.3.2 DIVISAO E FATORACAO
Quando falamos sobre niumeros compostos, estamos dizendo que eles podem

ser divididos em dois ou mais fatores que sdo naturais menores que o préprio numero.

Por exemplo:
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i) 4 pode ser fatorado como 2 * 2.
i) 6 pode ser fatorado como 2 * 3.
iii) 8 pode ser fatorado como 2 * 2 * 2.

iv) 10 pode ser fatorado como 2 * 5.

Esses fatores podem ser nimeros primos ou compostos, porém, a fatoracao de
ndmeros compostos, sempre que quisermos, pode ser feita apenas através de poténcias
de expoentes naturais de numeros primos, o que € garantido pelo Teorema Fundamental

da Aritmética.

3.4 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Todo numero inteiro n > 1 pode ser expresso de maneira Unica como um produto
de poténcias de expoentes naturais de fatores primos, ndo importando a ordem dos
fatores. Em outras palavras, qualquer nimero natural composto pode ser decomposto
em um produto de poténcias de expoentes naturais de nuameros primos, e essa
decomposicao é Unica, a menos da ordem dos fatores.

Em outras palavras: sejam 0s primos py, p,, ..., P, € 0S NUMeros naturais ou nulo,
mas nem todos nulos, a4, a,, ..., ;. O Nimero inteiro n > 1 € univocamente escrito como,
pelo Teorema Fundamental da Aritmética, como:

n= pfl.pgz. N

Observe-se que, se todos os expoentes fossem ambos nulos, gerariamos o

namero inteiro 1. Mas como definimos nem todos nulos, se m-1 expoentes forem nulos

e 0 outro expoente for 1, geraremos todos 0s numeros inteiros primos.
3.5 CONGRUENCIA MODULAR

Um topico extremamente importante no estudo de problemas olimpicos de teoria
dos numeros é com certeza o de congruéncia modular. Sua relevancia se da pelo fato de
podermos introduzir ferramentas mais sofisticadas para a resolucdo e demonstracdes

dos problemas olimpicos com os teoremas de Euler, Fermat e Wilson que veremos mais
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adiante bem como estudar de forma mais objetiva problemas que envolvem fenémenos
periédicos onde o que de fato nos interessa s&o 0s restos.
Veremos dois exemplos que trazem situacdes que nos ddo uma ideia de um

problema motivador.

Exemplo 01: Um casal comprou um apartamento financiado pela caixa
econbmica federal em 215 prestacdes mensais. Se a compra foi realizada em fevereiro

em que més o casal devera concluir o pagamento do imovel?

Solucéo: Considerando que numeramos, por conveniéncia, os meses do ano do
1° ao 12° més e que fevereiro € o més 2. Podemos perceber que para encontrar o més
que terminam as 215 presta¢cdes do financiamento devemos obter o resto da diviséo de
2+ 215 = 217 por 12 (total de meses do ano)?

217 = 18 12 + 1.
Vemos assim que o casal terminara de pagar o imovel no més 1, que corresponde

ao més de janeiro.

Exemplo 02: Um caminhoneiro assumiu um frete entre duas cidades cujo
percurso dura em média 127 horas. Determine que horas o caminhoneiro deve chegar

ao seu destino sabendo que ele partiu as 05 da manha.

Solucdo: Para encontrar o horério de chegada do caminhoneiro devemos obter

o resto da divisdo de 5 + 127 = 132, pois o dia tem 24 horas:
132 = 5% 24+ 12.

Logo, considerando que a viagem ocorreu no tempo previsto, 0 caminhoneiro
chegou ao seu destino ao meio dia, 12 horas.

Nos exemplos acima queremos estudar nimeros que deixam 0 mesmo resto
guando divididos por um certo numero natural (se estamos em abril, daqui a 12 meses
estaremos em abril novamente e se agora sdo 18 horas, daqui a 24, 48, 72 horas sera
18 horas novamente). E muito comum aparecerem situacdes, semelhantes ou ndo aos
exemplos, onde o0 que nos interessa de fato € o resto que nimeros inteiros deixam ao

serem divididos por um outro inteiro m.
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Definicdo 3.5.1: Se a e b sdo numeros inteiros dizemos que a € congruente a b
modulo m (m > 0) se m|(a — b). Denotamos isto por a = b (mod m). Se m ¢ (a — b).

dizemos que a é incongruente a b modulo m e denotamos por a % b (mod m).

Exemplo 03: Observe que 123 =3 (mod5) pois como vemos facilmente
5/(123 —3) . Por outro vemos que 5199 e como 99 =100—1 temos que 100 %
1 (mod 5). Se observarmos bem vemos que todo inteiro & da forma: 5k,5k + 1,5k +
2,5k + 3,5k + 4. Ou Seja:

5k =0(mod5), 5k+1=1(mod5), 5k + 2 =2 (mod?5)
5k +3 =3 (mod5), 5k+4 =4 (modb5)

Assim, todo nimero inteiro € congruente, modulo 5, ao seu resto na divisdo por

5. Podemos estender esse raciocinio para modulo m e uma consequéncia dessa

propriedade sdo as classes de equivaléncia.

Propriedades Importantes: Seja m € N*. Para todos inteiros a, b, ¢, d valem as
seguintes propriedades:
l. (Reflexividade): a = a (mod m).
Il. (Simetria): se a = b (mod m), entdo b = a (mod m).
M. (Transitividade): se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m).
V. (Adicdo e Subtracdo): Em uma congruéncia podemos sempre adicionar ou subtrair
membro a membro:

{aEb(modm) - {a+czb+d(modm)
¢ =d (mod m) a—c=b-—d(modm)

De forma bem particular temos que se a = b (mod m) entdo ka = kb (mod m)

V. (Multiplicacdo): Em uma congruéncia podemos sempre multiplicar membro a
membro:
a = b (mod m) _
{C = d (mod m) = ac = bd (mod m).
VI. (Potenciacdo): Decorre como consequéncia da propriedade anterior quando

temosa = c e b = d ao fazer k multiplicagc6es verificamos que:
se a = b (mod m), entdo a* = b* (mod m).
VII. (Cancelamento): Se (¢, m) = 1, entéo:

ac = bc (modm) & a=b(modm)
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Essas propriedades sdo fundamentais para trabalhar com problemas que envolvem
congruéncias modulares, mas ndo sdo as Unicas ferramentas que nos permitem trabalhar com
esse tipo de problema.

3.6 OS TEOREMAS DE WILSON E DE FERMAT (PEQUENO TEOREMA).

Neste topico iremos apresentar de forma objetiva dois teoremas que sdo muito
Uteis para o estudo olimpico de teoria dos nimeros que sdao o Teorema de Wilson e o
Teorema de Fermat também conhecido como Pequeno Teorema de Fermat.
O primeiro teorema a estudarmos € o Teorema de Wilson, que afirma que p primo
(p — 1)! = —1 (mod p), vamos verificar a aplicabilidade para p = 11, pois a partir desse
exemplo temos contato com o raciocinio que pode ser utilizado em uma das formas de
demonstrar este teorema.
Ao listarmos os numeros 1, 2, 3, ...,10 percebemos que somente 0s nimeros 1 e
10 sdo inversos moédulo 11, pois 1 = 1(mod 11) e 10 = —1 (mod 11), engquanto isso
vemos que nenhum dos outros numeros € congruente a 1 ou -1 modulo 11. Porem como
temos (2,11) = (3,11) = (4,11) = (5,11) = (6,11) = (7,11) = (8,11) = (9,11) =1 cada
um deles tem apenas um unico inverso modulo 11. Podemos, portanto, agrupa-los em
guatro pares da seguinte forma:
2:6=1(mod 11)
3:4=1 (mod 11)
5:9=1 (mod 11)
7-8=1 (mod 11)
Multiplicando uma congruéncia pela outra, pela propriedade V, depois
multiplicando por 10 obtemos:
2:3:4:5:6:7:-8:-9=1-1-1-1(mod 11)
2:3:4:5-6-7-8-9=1(mod 11)
2:3:4:5-6-7-8-9-10 = 10 (mod 11)
10! = —1 (mod 11).
Vemos assim que (11 — 1)! = —1 (mod 11).
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Teorema 3.6.1 (Teorema de Wilson): Se p primo, entdo (p — 1)! = —1 (mod p).

N&o é o nosso foco aqui fazer a demonstracdo do teorema, mas o leitor que
desejar demonstra-lo pode generalizar a ideia apresentada no exemplo resolvido acima.
Por outro lado, um resultado bem interessante decorre do teorema acima, pois se n é um
namero inteiro tal que (n — 1)! = —1 (mod n) entdo n é primo e este resultado pode ser

bem dutil.

Teorema 3.6.2 (Pequeno Teorema de Fermat): Seja p um namero primo e a € Z. Se

ptaentdoa? ! =1 (modp).

O Pequeno Teorema de Fermat pode nos ajudar a encontrar respostas para
problemas que seriam bem complexos de resolver sem a ferramenta matemética
correta. Aqui vamos ver dois exemplos resolvidos que introduzem o uso desse teorema

em problemas olimpicos.

Exemplo 04: Encontre o algarismo das unidades de 22°25quando escrito na base
17.

Solugéo: Esse problema se reduz a encontrar o resto da divisdo de 22°2° por 17
ou em outras palavras achar o menor residuo de 22925 médulo 17. Como 17 € primo e
17 } 2, temos 2* = —1 (mod 17). Sendo 2025 = 4 - 506 + 1, temos:
(24)506 = (_1)506 (mod 17)
22024 =1 (mod 17)
2-2%024 = 2.1 (mod 17)
22025 =2 (mod 17).
Concluimos que o algarismo das unidades de 22°?2>quando escrito na base 17 é

o0 numero 2.

Exemplo 05: Mostre que 7|2191 + 3103,

Solucdo: Como 2% = -1 (mod7), temos que 2°° =1 (mod?7). Mas 2° =

—3 (mod 7). Logo 2% - 25 =1 - (—=3)(mod 7) e, portanto, 21°1 = (=3)(mod 7).
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Sabemos também que 3% = -1 (mod7), como 102 =3-34 obtemos a
congruéncia 3'%%2 =1 (mod 7). Assim multiplicando a congruéncia por 3 obtemos
3-3102 =3.1 (mod 7) e, portanto, 31°3 = 3(mod 7).

Juntando os dois resultados temos que:

2101 4 3103 = (_3) + 3 (1mod 7)
2101 4 3103 = 0 (mod 7)

Que era o que queriamos provar.

3.7 PRINCIPIO DA CASA DOS POMBOS OU PRINCIPIO DAS GAVETAS

Este é um topico muito recorrente em diversas areas da matematica, como
combinatoria, algebra e até mesmo analise. A reincidéncia se da pela sua funcionalidade
e organizacdo do pensamento légico matematico pois, assim como em outras areas da
matematica, o Principio da Casa dos Pombos é parte muito importante da Teoria dos
NUumeros, pois mesmo parecendo ser algo tdo simples, a ideia por tras auxilia na
demonstracao de muitos resultados nao-triviais.

O Principio da Casa dos Pombos, também conhecido como Principio das
Gavetas de Dirichlet ou Principio da Boa Ordem, nos diz que se desejarmos colocar n+1
pombos em n gaiolas, podemos concluir que uma das n gaiolas tera no minimo dois
pombos.

Esse principio permite que consigamos afirmar com total certeza que em um
grupo de 13 pessoas ao menos duas pessoas fazem aniversario no mesmo més. Afirma-
se também por ele que, ao sortearem-se 11 ndameros impares, ter-se-4 no minimo 3

nameros com 0 mesmo algarismo da unidade.

3.8 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Neste topico, estudaremos uma desigualdade classica e fundamental da
matematica: a Desigualdade entre a Média Aritmética (MA) e a Média Geométrica (MG),
frequentemente abordada em olimpiadas e competicbes matematicas, além de ser util

em diversas areas da Algebra e da Analise.
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Teorema 3.8.1: A média aritmética de n niUmeros positivos € maior que ou igual a sua
média geométrica e so igual se os niumeros forem todos iguais. Isto é, se x4, x5, ..., X, S840

nameros positivos, entao:

x1+X2+"'+xn

n
” > 1 x1%5 . Xy

Além disso,
x1+x2 +"'+xn
n

Se, e somente se, x; =Xy, =+ = Xy
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CAPITULO 4

PROBLEMAS ENVOLVENDO TOPICOS DE TEORIA DOS NUMEROS
OCORRENTES NAS OLIMPIADAS DE MATEMATICA NA EDUCACAO BASICA NO
BRASIL: SUGESTOES DE RESOLUCAO

Neste capitulo, serdo apresentados diversos problemas com niveis variados de
dificuldade. O objetivo é fornecer solucbes detalhadas, de forma a facilitar tanto o
desenvolvimento quanto a compreenséo dos problemas propostos.

Considerando que o0s problemas selecionados envolvem conceitos da
matematica no ambito da OBMEP, alguns problemas demandam um nivel mais elevado
de compreenséo e abstracdo para sua resolucao.

No entanto, o uso das propriedades matematicas pode tornar essas questdes
ndo apenas mais interessantes, mas também mais acessiveis e motivadoras para 0s
leitores, proporcionando uma experiéncia de aprendizado envolvente e desafiadora e
pode enriguecer a abordagem da tematica em sala de aula.

Ressalte-se que néo foi encontrado nenhum problema nas Olimpiadas de
Matematica brasileiras envolvendo os seguintes contetudos: Teorema de Wilson,
Teorema de Fermat, e desigualdade das médias, esses tépicos sdo frequentemente
abordados de forma indireta em paralelo a outros topicos ou aparecem apenas em
olimpiadas internacionais como a IMO, a Olimpiada Cone-Sul de Matematica e outras do
Género.

Entdo, em relacdo aos mesmos, estardo no Capitulo 5, como problemas
sugeridos para a preparacdo olimpica, ou mesmo para inser¢ao, nos mesmos moldes,
nas provas olimpicas de Matematica no Brasil.

Abaixo, seguem dois problemas a respeito dos Numeros inteiros (Conceitos,
propriedades e suas aplicagdes), e sugestdes de solucédo, que, destes e dos demais

problemas, voltam-se ao nivel de compreensado do docente de Matemaética.



54

Problema 1. (OBMEP 2016 - Nivel 3 - 12 fase - Questdo 17) Quantos sao 0s numeros
naturais n tais que 5:%{12 € também um namero natural?

A) 4

B) 5

C) 6

D) 7

E) 8

Sugestdo de Solucgéo:

Simplificando-se a expressédo (E) dada, tem-se:

p_Sn-12_5n-40+28 5.(-8)+28_5(n-8) 28 __ 28
T n—-8 n—8 N n—8  n-—-38 n—8 n—8

Para que o numero acima seja natural, € necessario que n — 8, sendo n um
namero natural, seja divisor inteiro de 28. Os divisores inteiros de 28 séo: -28, -14, -7, -4,
-2,-1,1,2,4,7,14 e 28, para 0s quais n valera, respectivamente, -20, -6, +1, +4, +6, +7,
+9, +10, +12, +15, +22 e +36.

Como n é natural, entdo, dos numeros acima listados, somente podem ser
utilizados em E os numeros +1, +4, +6, +7, +9, +10, +12, +15, +22 e +36. Substituindo-
0s em E, temos os seguintes valores para E, respectivamente: +1, -2, -9, -23, +33, +19,
+12, +9, +7, e +6, dos quais sete valores sdo naturais para E (1, 6, 7, 9, 12, 19, 33), sendo

a Letra D a resposta correta.

Problema 2. (OBMEP 2007 - Nivel 2 - 12 fase - Questdo 6) O niamero n € um inteiro
negativo. Qual dos numeros abaixo € o maior?

A) -3n

B) 3n

C) n-3

D) 9n-3

E) n-9
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Sugestédo de Solucgéo:

Observe-se, inicialmente, que -3n é um inteiro positivo. Entdo, dentre as demais
alternativas, em que todas resultam num inteiro negativo, vamos supor que 9n-3 é o maior
deles, querendo chegar numa contradi¢do. Entéo:

MmM—-3=23n > 9M-—-3n=3

= 6n=>3

>3>0
= —
n 6 ’

0 que € uma contradicdo, pois n < 0. Logo, 9n — 3 é menor do que 3n.

Do mesmo modo:
MmM-3>2n—-3 = 9Mm—-—m=>-3+3
= 8n=0
= n=0,
0 que é uma contradicao, pois n < 0. Logo, 9n — 3 € menor do que n — 3.

Também:
mM—-3>n—9 > M—n=>-9+3
= 8n=>-6

= >_6— 3<0
n_8— 2 )

Entéo, 9n — 3, que € menor do que -3n (positivo), que 3n e que n — 3, ainda nédo
esta (tdo) claro que seja menor que n — 9. Entdo, invertamos a desigualdade: supondo

gue n — 9 é maior que, ou igual a 9n — 3, temos que:

n-9>9m-3 = n—-9n=>-34+9
> —8n=>6

= 8n< -6

= <——6’<—1
n= 8

> n< -1,

0 que é verdade, pois, como n é negativo, seu maior valor ocorre para n = -1.
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Portanto, 9n — 3 é menor também do que n — 9, sendo o0 menor dos nimeros,

sendo a Letra D a resposta correta.

A seguir, sdo apresentados dois problemas a respeito de Divisibilidade, e

sugestdes de solucéo.

Problema 3. (OBMEP 2017 - Nivel 2 - 22 fase - Questéo 3) Julia faz o seguinte céalculo
com numeros inteiros positivos: ela escolhe um numero, eleva esse nimero ao cubo e
subtrai desse cubo o proprio numero. Veja que o resultado do calculo de Julia com o

namero 2 é igual a 6.

A) Qual é o resultado do calculo de Julia com o nimero 3?

B) Qual é o numero que deve ser escolhido por Julia para que o resultado do
célculo seja 1320?

C) Explique por que, para qualquer numero que Julia escolher, o resultado final

do célculo sera sempre um multiplo de 6.
Sugestédo de Solucéo:

Seja n 0 numero inteiro positivo escolhido por Julia. Ela fard a expresséao E = n3 -
n. Assim, verifica-se que, para n = 2, obtém-se: E=23-2=8-2=6.
Na Letra A, pede-se o valor da expresséo para n = 3, que sera:
E=3%-3=27-3=24.
Na Letra B, pede-se o valor de n para o qual a expressao valera 1320. Assim:
E=n*-n=1320 = n(”n?*-1)=1320 = ((n-1.n.(n+1) = 1320.

Da ultima igualdade, conclui-se que n € um numero inteiro positivo tal que o
produto de trés nimeros inteiros positivos consecutivos resulta em 1320. Testando-se as
ternas de numeros inteiros positivos consecutivos (a excecdo do primeiro teste, em que
n = 1 resulta em um fator nulo, que ndo € um inteiro positivo), dos menores para 0s

maiores valores de n, tem-se que:
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0X1X2=6;
1X2X3=6;
2X3X4=24
3X4x5=60;

4x5%x6=120;
5x6x7=210;
6 X7 x 8 =336;
7 X 8x%x9=504;
8x9x10=720;
9x10x 11 =990;
10 x 11 x 12 = 1320.

Encontrou-se a terna como sendo 10, 11 e 12, correspondendo aos nimeros n-
1, nen+l. Logo, n = 11, para o qual a expressao E resulta em 1320.

Na Letra C, pede-se que se explique o porqué de E ser sempre multiplo de 6.
Ora,como E =n3 —n=(m-1).n.(n+1) , conforme ja verificado na Letra B, entdo
vé-se que E é o produto de trés numeros inteiros positivos (ou nulo apenas para o caso
n=1).

Como a paridade dos numeros ocorrem alternadamente, entdo tem-se certeza
de que, dentre trés nimeros consecutivos, pelo menos um deles é par, pois ha somente
duas possibilidades: PIP e IPl, em que P representa nimero par e | representa nimero
impar. Logo, um deles € mdltiplo de 2.

Por outro lado, como existem trés nimeros consecutivos e trés restos possiveis
na divisdo de E por 3, entdo tem-se certeza de que um dos numeros tera resto 0, outro
resto 1, e o outro, resto 2.

Portanto, o que tem resto 0 € um multiplo de 3, e, consequentemente, E também
sera multiplo de 3.

Sendo E multiplo simultaneamente de 2 e de 3, e como mdc (2,3)=1,entdo E é

multiplo de 3.2 = 6, conforme queriamos demonstrar.
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Problema 4. (OBMEP 2013 - Nivel 2 - 12 fase - Questdo 3) Uma piscina com fundo e
paredes retangulares esta totalmente revestida com azulejos quadrados iguais, todos
inteiros. O fundo da piscina tem 231 azulejos e as quatro paredes tem um total de 1024
azulejos. Qual é, em numero de azulejos, a profundidade da piscina?

A) 15

B) 16

C) 18

D) 20

E) 21

Sugestéo de Solucéo:

O fundo da piscina possui m azulejos no comprimento e n azulejos na largura, e,
como € um retangulo, entdo m * n = 231.

Ja a profundidade da piscina tem p azulejos, e as quatro paredes (quatro
retangulos, dois a dois iguais) tem um total de 1024 azulejos, o que resulta em: 2mn +
2np = 1024, o que implica em p(m + n) = 512.

Agora, precisamos encontrar um par de valores para m e n que, multiplicados,
resultam em 231 e que, adicionados, dividem 512.
Os fatores de 231 sédo 1, 3, 7, 11, 21, 33, 77, 231. Notamos que 21 x11 =231 e
21+ 11 = 32, que divide 512.
Portanto, temos:
p.(m+n)=512 =  p.32 =512

512
> =—
P=732

= p = 16 azulejos.

Logo, a profundidade da piscina é, portanto, 16 azulejos (Letra B).
A seguir, sdo apresentados dois problemas a respeito de Numeros Primos e

Compostos, e sugestdes de solucao.
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Problema 5. (OBMEP 2011 - Nivel 2 - 12 fase - Questdo 17) Mariana escreveu as
decomposi¢cdes em fatores primos dos numeros naturais de 2 a 100:
2,3,2%2,52%3,...,3x3%11,2+*2*5%5,

Quantas vezes ela escreveu o algarismo 2?

A) 99

B) 104

C) 152

D) 188

E) 191

Sugestdo de Solucgéo:

Primeiro, podemos analisar os numeros mdultiplos de 2: 2, 4, 6, ..., 100. Existem
50 multiplos de 2 entre 2 e 100.

Em seguida, podemos analisar os numeros multiplos de 4: 4, 8, 12, ..., 100.
Existem 25 multiplos de 4 entre 2 e 100.

Continuamos analisando os multiplos de 8: 8, 16, 24, ..., 96. Existem 12 multiplos
de 8 entre 2 e 100.

E assim por diante:

e Multiplos de 16: 16, 32, 48, 64, 80, 96. Sdo 6 multiplos.

e Multiplos de 32: 32, 64, 96. Sdo 3 multiplos.

e Mdltiplos de 64: 64. E 1 multiplo.

Somando o nimero de vezes em que 0 2 aparece em cada nivel:
50+25+12+6+3+1=97
Porém, além do préprio numero 2, ha outros dois nimeros primos entre 2 e 100
gue contém o algarismo 2: o numero 23 e 0 numero 29. Entre 2 e 100, ha quatro multiplos
de 23 (que sao 23,2 %23 =46,3 %23 =69,e 4 +23 =92) em que, independentemente
da paridade, aparecerdo quatro vezes 0 numero 23, Oou Seja, mais quatro vezes o

algarismo 2.



60

No mesmo raciocinio, entre 2 e 100, ha trés multiplos de 29 (que séo 29,2 * 29 =
58,3 * 29 = 87) em que, independentemente da paridade, aparecerdo trés vezes o
namero 23, ou seja, mais trés vezes o algarismo 2.

Ent&o, o total de algarismos 2 que Mariana escreveu foi: 97 + 21 = 104 (Letra B).

Problema 6. (OBMEP 2015 - Nivel 2 - 12 fase - Questao 15) Os nameros naturais x e y
sdo tais que x? — xy = 23. Qual é o valor de x + y?

A) 24
B) 30
C) 34
D) 35
E) 45

Sugestédo de Solucéo:

Da igualdade dada, tem-se:
x? —xy =23 = x.(x —y) = 23.
Como x e y sdo numeros naturais, e 23 € primo, entdoou x =23 ex—y =1, ou
x—y=23ex=1. No primeiro caso, x =23 e y =22. No segundo caso, x =1e y =
—22 ¢ N.Logo, x =23,y =22, ex+y =23+ 22 =45 (Letra E).

Em seguida, sdo apresentados dois problemas a respeito do Teorema

Fundamental da Aritmética, e sugestdes de solucao.

Problema 7. (OBMEP 2015 - Nivel 1 - 12 fase - Questao 15) As contas AB xC = 195 e
CDE + F = 88 estao corretas, sendo A,B, C, D, E e F algarismos diferentes. O nUmero AB
e formado pelos algarismos A e B, e o numero CDE é formado pelos algarismos C,D e E.
Qual é o algarismo representado pela letra F?

A) 1

B) 2

C) 4

D) 6

E) 8



61

Sugestédo de Solucgéo:

Lembrando-se dos valores posicionais no sistema decimal de numeracgéo, sendo
A,B,C,D,E e F algarismos, tem-se que AB x C = 195 = 5 x 39. Sendo C um divisor de
195, e C vale de 0 a 9, entdo as duas possibilidades para C sdo 1 ou 5. Porém, para C =
1, temos que AB x C = AB x 1 = AB # 195, pois 0 numero AB nao tem algarismo das
centenas. Logo, C =5, e, desta forma, AB = 39, o que resultaem A=3e B =9.

Por outro lado, sendo CDE + F = 88, que equivale a CDE =88 X F, e como C =
5, entdo o numero CDE vale quinhentos e alguma coisa, e € multiplo de 88. Assim,
sabendo-se que 5 x 88 = 440, 6 x 88 = 528 e 7 x 88 = 616, entéo conclui-se que CDE
corresponde ao numero 528, e F corresponde ao numero 6 (Letra D), pois CDE +~ F =
528 ~ 6 = 88.

Problema 8. (OBMEP 2015 - Nivel 3 - 12 fase - Questao 11) Uma sequéncia de nUmeros
€ definida pora; =3 e

Ans1 = Ay + ag,
para todo numero natural n > 1. Por exemplo: a, =a; +a? =3+32=12. Qual é o
algarismo das unidades de a,y;5 ?

A) 2
B)
C)
D)
E)

©O© 00 N O

Sugestdo de Solucéo:

Inicialmente, calculam-se os primeiros termos da sequéncia com o objetivo de
identificar um padréo nos algarismos das unidades:

e q, =3

e a,=12;

o az;=a,+aj=12+12%2 =12+ 144 = 156;

e a,=a;+a3=156+ 1562 = 156 + 24336 = 24492.
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Observa-se gque os algarismos das unidades dos primeiros termos séo: 3, 2, 6, 2,
..., sugerindo a existéncia de um ciclo periddico de comprimento 4.

Para verificar a recorréncia do padrédo com periodo 4, procede-se a analise dos
algarismos das unidades de a,, € a?:

e Se o0 algarismo das unidades de a, for 2, entdo o algarismo das unidades de

a? serd 4. Logo, o algarismo das unidades de a,,; = a, + a2 sera 6.
e Se 0 algarismo das unidades de a,, for 6, entdo o algarismo das unidades de
a? serd 6. Logo, o algarismo das unidades de a,,; = a, + a2 sera 2.

Entdo, a partir do segundo termo, observa-se que os termos de indice par
apresentam algarismo das unidades igual a 2, enquanto os de indice impar apresentam
algarismo das unidades igual a 6. Como 2015 € impar, conclui-se que o algarismo das
unidades de a,,;s € 6.

Seguem dois problemas a respeito de Congruéncia modular, e sugestdes de

solucéo.

Problema 9. (OBMEP 2008 - Nivel 3 - 12 fase - Questao 7) Em certo ano bissexto (isto
€, um ano que tem 366 dias) o numero de sdbados foi maior que o nimero de domingos.
Em que dia da semana caiu dia 20 de janeiro desse ano?

A) segunda-feira
B) terca-feira
C) quarta-feira
D) quinta-feira
E) sexta-feira

Sugestédo de Solucgéo:

Inicie-se com o raciocinio de que dia 20 de janeiro cai no mesmo dia que 20 — 7 =
14 de janeiro, que cai no mesmo dia que o dia 14 — 7 = 7 de janeiro.

O ano tem pouco mais de 52 semanas, que totalizam 52 x 7 = 364 dias. No ano
em questao, ha dois dias a mais (em dias da semana vizinhos), sendo um deles num
sabado, e o outro ndo pode ser no domingo, porque ha mais sabados do que domingos.
Entdo, o outro dia a mais é sexta-feira (o outro dia vizinho do sabado). Dai, tem-se uma

das duas seguintes possibilidades:
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13) O par sexta-sdbado a mais esta no comec¢o do ano. Neste acaso, 0 ano
comeca numa sexta-feira. Neste caso, 1° de janeiro € numa sexta-feira, 2 de janeiro é
um sabado, e a partir dai tem-se 52 ciclos de 7 semanas (comecando no domingo, 3 de
janeiro). Neste caso, o dia 20 de janeiro, que cai no mesmo dia que 7 de janeiro, sera
numa quinta-feira (quatro dias depois do domingo; ou, um dia antes do dia 8 de janeiro,

segunda sexta-feira do més).

2%) O par sexta-sdbado a mais estano final do ano. Neste acaso, o ano termina
num sabado. Neste caso, 31 de dezembro é num sébado, 30 de dezembro é numa sexta,
e, a partir dai, tem-se 52 ciclos decrescentes de 7 semana, come¢ando na quinta-feira,
29 de dezembro, e terminando numa sexta-feira, 1° de janeiro. Ora, este € 0 mesmo caso
anterior, em gue o0 ano comeca numa sexta-feira: aqui, também, o ano comeca no par

sexta-sabado (e termina nesse par).

Portanto, necessariamente, para haver mais sdbados do que domingos, o dia 1°
de janeiro é numa sexta-feira, o dia 31 de dezembro é num sabado, e o dia 20 de janeiro

cai numa quinta-feira (Letra D).

Problema 10. (OBMEP 2017 - Nivel 3 - 12 fase - Questdo 6) Somando 1 a um certo
namero natural, obtemos um mudultiplo de 11. Subtraindo 1 desse mesmo numero,
obtemos um multiplo de 8. Qual é o resto da divisdo do quadrado desse numero por 88?

A) 0
B) 1
C) 8
D) 10
E) 80

Sugestdo de Solucéo:

Seja n o numero natural considerado. Obedecendo-se aos comandos da questao,
tem-se:

{n+1=11k
n—1=8q’

para k e q naturais.
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Multiplicando-se ambas as equacoes do sistema de equagdes anterior, tem-se:
n+1).(n—1)=11k.8k = n?-1=288.k.q =88m,
em que m corresponde ao natural que € o produto de k por g. Prosseguindo-se:
n?—-1=88m = n? = 88m + 1.

Logo, a divisdo de n2 por 88 deixa resto 1 (Letra B).

Problema 12. (OBMEP 2009 - Nivel 3 - 22 fase - Questdo 1) Em uma caixa foram
colocados um cartdo no qual esta escrito o nimero 1, dois cartdes nos quais esta escrito
0 numero 2, trés cartdes com numero 3 e assim por diante, até dez cartbes com o nimero
10. Entéo, qual € o menor numero de cartdes que pode ser retirado da caixa, ao acaso,
para que se tenha certeza que cinco deles tém o mesmo numero? Justifique sua

resposta.
Sugestdo de Solucéo:

Primeiro, note-se que, escolhendo o cartdo de numero 1, os dois de numero 2,
os trés de numero 3 e depois quatro de cada um dos numeros de 4 a 10, teremos um
total de 1+ 2 + 3 + 4 X 7 = 34 cartdes sem a possibilidade de ocorréncia de que cinco
cartdes quaisquer tenham o mesmo numero. Logo, para que tenhamos certeza de que
cinco cartdes tenham o mesmo namero, é necessario escolher pelo menos 35 cartdes,
pois 0 35° cartdo sera um namero, necessariamente, de 4 a 10, que ja ocorreram quatro
vezes na colocacao dos 34 cartdes do modo acima exposto.

Por outro lado, se forem escolhidos 35 cartdes, pode-se afirmar que pelo menos
cinco deles terdo o0 mesmo numero. De fato, se isto ndo fosse verdadeiro, haveria, no
maximo, 4 cartes de cada niumero. Como ha apenas um cartdo como numero 1, dois
com o 2 e trés com o0 3, e quatro cartdes com os numeros de 4 a 10, retirar-se-iam, no
méximo, 1+ 2 + 3 + 4 x 7 = 34 cartbes, 0 que € uma contradigdo. Conclui-se que, entre

35 cartbes, ha, necessariamente, pelo menos cinco com 0 mesmo numero.
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4.1 PROBLEMAS IDEALIZADOS UTILIZANDO-SE TOPICOS DE TEORIA DOS
NUMEROS COMO SUGESTAO AO DOCENTE PARA APLICACAO EM SALA DE
AULA E EM AMBIENTE OLIMPICO

Nesta secdo, serdo apresentadas sugestdes de questdes que envolvem o0s
seguintes conteudos: o Teorema de Wilson, o Teorema de Fermat e a desigualdade das
médias. Cada um desses topicos sera explorado por meio de problemas cuidadosamente
pensados, com o objetivo de ilustrar suas aplicacbes, destacar suas propriedades e
contribuir para o aprofundamento teorico e pratico por parte do docente de Matematica.

4.1.1. SUGESTAO DE QUESTAO ENVOLVENDO O TEOREMA DE WILSON

Problema 13. Qual é o resto da divisao de 6! por 7!?

Sugestédo de Solucéo:

O Teorema de Wilson afirma que, se p primo, entdo (p — 1)! = —1 (mod p). Para
p =7, que é primo, tem-se que:
(7—1)!'= -1 (mod 7)
= 6! =6 (mod7).

Portanto, o resto da divisao de 6! por 7 é 6.

4.1.2. SUGESTAO DE QUESTOES ENVOLVENDO O TEOREMA DE FERMAT

Problema 14. Qual é o resto da divisdo de 71°° por 13?

Sugestédo de Solucéo:

O Pequeno Teorema de Fermat afirma que, para p primo e a inteiro tais que p
a,entdoa? ! =1 (modp).Sendoa =7ep =13,comop = 13 } 3 = a, entdo, utilizando-

se o Pequeno Teorema de Fermat, tem-se que:
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71371 =1 (mod 13)
= 72 =1 (mod 13). (*)

Agora, efetuando-se a divisdo euclidiana de 100 por 12, tem-se 8 e 4 como
guociente e resto, respectivamente, pois 100 =12 x 8 + 4.
Entdo, elevando-se (x) a 8, vem:
712 = 1 (mod 13)
= (7?8 = 18 (mod 13)
= 796 = 1 (mod 13). (x%)

O resto da divisdo de 72 = 49 por 13 é -3, pois 0 numero 52 = 4 x 13 € multiplo
de 13, deixando resto 0 na divisao por 13, e, consequentemente, os restos na divisao por
13 dos numeros 51, 50 e 49 sao, respectivamente, -1, -2 e -3.

Deste modo, multiplicando-se (**) por 72 x 72, tem-se que:

796 = 1 (mod 13)

= 796 x 72 x 72 =1 x 7% x 7% (mod 13)
= 7100 = 1 x (—=3) x (=3) (mod 13)

= 7190 =9 (/mod 13).

Portanto, o resto da divisdo de 7'°° por 13 é 9.

Problema 15. Qual é o resto da divisdo de 4292 por 11?

Sugestédo de Solucéo:

O Pequeno Teorema de Fermat afirma que, para p primo e a inteiro tais que p
a,entdoaP ! =1 (modp).Sendoa =3ep =11,comop = 11 } a = 4, entdo, utilizando-
se o0 Pequeno Teorema de Fermat, tem-se que:

41171 =1 (mod 11)
=  49=1 (mod 11). ()



67

Agora, efetuando-se a divisdo euclidiana de 2025 por 10, tem-se 202 e 5 como

guociente e resto, respectivamente, pois 2025 = 10 x 202 + 5.

Entdo, elevando-se (x) a 202, vem:
410 = 1 (mod 11)
= (410)202 = 1202 (1;mod 11)
= 42020 =1 (mod 11). (x%)

O resto da diviséo de 42 = 16 por 11 € 5, e o resto da divisdo de 43 = 64 por 11 é

-2, pois 0 numero 66 = 6 x 11 é multiplo de 11, deixando resto 0 na divisdo por 11, e,

consequentemente, os restos na divisdo por 11 dos numeros 65 e 64 sao,

respectivamente, -1 e -2.

Deste modo, multiplicando-se (**) por 42 x 43, tem-se que:

42020 = 1 (;mod 11)

= 42020 % 42 x 43 = 1 x 42 x 43 (Imod 11)

42025 = 1 x 5 x (=2) (mod 11)
42025 = 10 (mod 11)

42025 = —10 + 11 (mod 11)
42025 = 1 (;od 11).

R

Portanto, o resto da diviséo de 4295 por 11 é 1.

4.1.3. SUGESTAO DE QUESTOES SOBRE DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Problema 16. Os nimeros x, y e z sdo positivos e tém produto igual a 1. Entéo, qual é

0 menor valor possivel da soma x + y + z?

Sugestéo de Solucao:

A desigualdade das médias afirma que:

x+y+z

3 > 3/xyz.
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Como xyz = 1, temos:

XxX+y+z

3 >1=>x+y+z=>3

Portanto, o menor valor de x + y + z ocorre quando x =y = z = 1, e nesse caso

a soma (minima) é 3.
;o 1 .
Problema 17. Qual o valor minimo da soma x? + —» com x diferente de 0?

Sugestdo de Solucéo:

A desigualdade das médias afirma que:

;. 1 . , .
Logo, o valor minimo da soma x?2 + —» com x diferente de 0O, é igual a 2.

Problema 18. Sejam x e y dois nimeros reais positivos tais que x +y = 1. Qual é o

menor valor da expressdo x* + y*?



Sugestédo de Solucgéo:

Do quadrado da soma de dois numeros, tem-se que:
(x +y)? = x% + 2xy + y?
= 12=x%+y%+2xy
= 1—x%2—y2=2xy
= x2+y?=1-2xy.

Elevando-se a ultima equacao ao quadrado, tem-se que:
(x? +y?)? = (1 - 2xy)*
= x*+2x%y? +y* =1 — 4xy + 4x?%y?
=  x*+y*=1-4xy+4x?y? — 2x%y?
= x*+yt=1-4xy+ 2x?%y2

Fazendo-se xy = z > 0 na ultima equacao, vem:
xt+yt*=2z2-4z+1
= x*+y*=2(z2-2z+1)-1
> x*+y'=2.(z-12-1. (»

Pela desigualdade das médias, tem-se:

x+y
2

=

3

=

[

&I N =
gl v
I 3‘
N~

- ('s()

= |xy| <

I

x,y>0 1

5 0<xy<-=
xy 4

0< <1
= -
Z_4



Entao:

0<z<

-1
~
=

U3

U3l

e B

1
0—1<z—-1<--1
ZT =y

l<z-1<->
Zmi=7]

2

(—Z) < (z-1)? < (—1)2

9
—< — 2
16_(2 1)% <1

9
ZXESZX(Z—1)2<2X1

9

§S2.(2—1)2<2

9
§—1S2.(Z—1)2—1<2—1
1

gSZ.(z—1)2—1<1.

Substituindo-se esta desigualdade em (*):

1
§S2.(z—1)2—1=x4+y4<1.

<x*+y*<l

x| =

Portanto, o menor valor possivel para x* + y* é 1/8.

70
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CAPITULO 5
CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como proposito investigar o potencial didatico da Teoria dos
Numeros quando explorada em contextos olimpicos, especialmente nas séries finais do
Ensino Fundamental. Através da analise de competicbes como a OBMEP e outras
olimpiadas matematicas, ficou evidente que os tépicos da Teoria dos NUmeros — como
divisibilidade, nimeros primos, congruéncias, entre outros — ndo apenas aparecem com
frequéncia nessas olimpiadas, mas também representam um campo fértil para o
desenvolvimento do raciocinio légico, da criatividade e da capacidade de resolucdo de
problemas por parte discente.

Ao longo do trabalho, foi possivel observar que os conteddos de Teoria dos
Numeros, quando tratados com abordagens criativas e contextualizadas, tém grande
potencial para tornar o aprendizado da Matematica mais significativo. A aplicacdo de
metodologias inspiradas na resolucdo de problemas, especialmente a luz das ideias de
George Podlya, revelou-se uma estratégia eficaz tanto para preparar os alunos para
desafios olimpicos quanto para promover um ensino mais investigativo e ativo.

A proposta de idealizar problemas contextualizados para o uso em sala de aula
e ambientes de olimpiada busca contribuir com o trabalho docente, oferecendo recursos
gue podem ser utilizados de forma pratica e alinhada a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC). A abordagem adotada neste Trabalho de Concluséo de Curso (TCC) reforca a
importancia de praticas pedagogicas que valorizem a autonomia dos estudantes,
incentivem o pensamento critico e promovam 0 protagonismo no processo de
aprendizagem.

Portanto, conclui-se que integrar topicos basicos e avancados de Teoria dos
Numeros no cotidiano escolar, por meio de atividades desafiadoras e competicdes
matematicas, representa uma estratégia eficiente para elevar o nivel de ensino da
Matematica e identificar e aprimorar talentos na area. Ademais, este trabalho abre
caminhos para novas investigacdes que ampliem a insercdo da Matematica Olimpica na

escola publica, valorizando o conhecimento formal aliado ao prazer de aprender.
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