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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar uma deducao formal do critério de
Sylvester, teorema fundamental na anélise da definitude de formas quadraticas associadas
a matrizes simétricas reais. O estudo se estrutura em torno da formalizagao do critério, de
sua interpretagao geométrica e de aplicagoes classicas. A abordagem valoriza a articulagao
entre teoria e pratica, com sugestoes de como explorar o contetido em sala de aula com

recursos concretos e tecnolodgicos.

Palavras-chave: Critério de Sylvester; formas quadraticas; matrizes simétricas.



ABSTRACT

This work aims to present a formal deduction of Sylvester’s criterion, a fundamental the-
orem in the analysis of the definiteness of quadratic forms associated with real symmetric
matrices. The study is structured around the formal development of the criterion, its
geometric interpretation, and classical applications. The approach emphasizes the con-
nection between theory and practice, offering suggestions for exploring the content in the

classroom through concrete and technological resources.

Keywords: Sylvester’s Criterion; quadratic forms; symmetric matrices.
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INTRODUCAO

A Algebra Linear ocupa um papel central na formacao matematica, sendo ampla-
mente aplicada em diversas dreas do conhecimento, como Fisica, Engenharia, Computa-
¢ao, Estatistica e Economia. No entanto, a forma como os contetidos dessa disciplina sao
apresentados, especialmente no contexto da Licenciatura em Matematica, costuma ser ex-
cessivamente abstrata e distante da realidade dos futuros professores da educacao bésica.
Um dos temas que exemplifica essa situacao é o estudo das formas quadraticas e da clas-
sificagao de matrizes simétricas quanto a definitude — contetido frequentemente tratado

de modo técnico, sem énfase no significado conceitual ou nas possibilidades pedagogicas.

Nesse contexto, destaca-se o critério de Sylvester, um teorema elegante e funda-
mental que estabelece uma condicao algébrica simples — baseada nos menores principais
lideres de uma matriz — para determinar a definitude de uma matriz simétrica real, que
tem grande importancia tedrica e aplicacoes em célculo multivariado, geometria analitica

e otimizagao.

Diante disso, este trabalho tem como proposta central investigar o critério de Syl-
vester de forma aprofundada, com énfase em sua deducao formal, interpretacao conceitual

e geométrica, e suas aplicagoes em diferentes areas da matematica.

Este trabalho sera desenvolvido por meio de uma pesquisa bibliografica e teérico-
exploratoria, com base em livros classicos e contemporaneos de Algebra Linear, artigos
académicos e documentos sobre o ensino de Matematica na Licenciatura. A deducao formal
do critério sera apresentada de forma acessivel, com exemplos numéricos e ilustracoes

geométricas.

A relevancia deste trabalho reside, portanto, na articulacao entre rigor teérico, sig-
nificado conceitual e exploracao didatica, em consonancia com os principios da Educacao
Matematica que defendem uma aprendizagem significativa e contextualizada dos conte-
idos. A escolha do critério de Sylvester como objeto de estudo permite ainda discutir
importantes temas transversais da Algebra Linear, como a diagonalizacio de matrizes, a

nocao de positividade e o uso de métodos formais na resolugao de problemas.

Objetivos

Objetivo Geral

Apresentar uma deducao formal do critério de Sylvester, analisando suas interpre-

tagoes geométricas e aplicagoes matemaéticas.
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Objetivos Especificos

(i) Compreender o conceito de forma quadratica e sua relagdo com matrizes simétricas;
(ii) Deduzir formalmente o critério de Sylvester;

(iii) Apresentar aplicagoes do critério em contextos como célculo e geometria analitica.

Estrutura do Trabalho

O trabalho esta dividido em trés capitulos. O primeiro esta voltado para os con-
ceitos preliminares, onde aborda a contextualizagao central para o desenvolvimento do
Critério de Sylvester, como as matrizes simétricas, os determinantes principais, as formas
quadraticas e a nocao de definitude. Essa contextualizagao é fundamental para compre-
ender toda a matematica envolvida na dedugao do critério. Esses conceitos inicias sao de

suma importancia para garantir clareza ao longo de todo o trabalho.

O segundo capitulo concentra a atencao para o critério de sylvester. Inicialmente é
mostrada uma breve contextualizagao histérica sobre James Joseph Sylvester, um mate-
matico que da origem ao critério e destaca a sua importancia especialmente para a algebra
linear. Posteriormente é mostrado o critério e como ele é essencial para definir a natureza
de matrizes simétricas, determinando assim se é definida positiva, definida negativa ou
indefinida, por meio da analise de seus menores principais lideres. Dessa forma, esse feito
nos mostra o avanco e o grande marco que esse feito nos deixou até os dias atuais no

estudo em formas quadréticas.

J& no terceiro e ultimo capitulo, mostra as aplicagoes e interpretagoes matemaéticas
do Critério de Sylvester. E destacado como o critério tem uma ampla utilizacdo em diversas
areas do conhecimento, tais como a matematica, a engenharia, a fisica, entre outros,
especialmente aqueles que envolvem problemas em analise de formas quadraticas. Além
disso, o capitulo enfatiza a importancia do método no estudo de conicas e quédricas,
evidenciando assim sua grande relevincia na compreensao geométrica e reforcando seu

papel como uma ferramenta fundamental no ponto de vista teérico e também do aplicado.
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1 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, sao apresentados os conceitos centrais que sustentam o desenvol-
vimento do Critério de Sylvester: matrizes simétricas, formas quadraticas e a nocao de
definitude. Esses topicos sao fundamentais para compreender tanto a estrutura matemé-
tica envolvida na deducao do critério quanto suas aplicagoes em diversos contextos da

Matemética.

1.1 Matrizes Simétricas e Menores Principais Lideres

As matrizes simétricas ocupam um papel central no estudo de formas quadréticas
reais, sendo essenciais para a formulacao e aplicacao do Critério de Sylvester. Nesta secao,
apresentamos as defini¢oes e propriedades fundamentais relacionadas a esse tipo de matriz,
bem como os chamados menores principais lideres, elementos-chave no critério que sera

desenvolvido nos capitulos seguintes.

Definigao 1.1 (Matriz Simétrica) Uma matriz A € R"*" é chamada de simétrica se

A= AT

Y

isto €, a;; = aj; para todos osi,j € {1,2,...,n}.

A simetria implica que os elementos dispostos em posigoes simetricamente opostas
em relagao a diagonal principal sao iguais. Como consequéncia, o estudo de matrizes simé-
tricas pode se concentrar em metade da matriz (acima ou abaixo da diagonal), reduzindo

a complexidade em analises praticas.

Segundo Anton e Rorres (2012), as matrizes simétricas surgem naturalmente em

problemas de otimizacgao, estatistica e geometria analitica.

Exemplo 1.1
A matriz
2 1 =3
A= 4 0
-3 0

é simétrica, pois A = AT,

Matrizes simétricas possuem propriedades importantes, conforme listaremos a se-

guir.
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Proposicao 1.1 Sendo A e B matrizes simétricas do mesmo tamanho e k um escalar

qualquer, entao:
(a) AT é simétrica;
(b) A+ B e A— B sdo simétricas;

(c) KA é simétrica.
Demonstracao da Proposi¢ao 1.1 vide Boldrini (1980, p. 08-09):

(a) Como A é simétrica, temos que AT = A. Logo, (AT)T = AT

(b) Temos que, (A+ B)T = AT + BT = A+ B.
Analogamente, (A — B)T = AT — BT = A - B.

(c) Para o escalar k.temos, (kA)T = kAT = kA.

Sendo assim, as propriedades (a), (b) e (c¢) sao validas.

Exemplo 1.2 Considerando as matrizes simétricas

()

Temos também as matrizes simétricas

oa— (Y2} asB=(*Y) ¢ a-B-(*?)
2 4 0 4 2 0

Observa-se com esse exemplo que as operagoes de soma, subtracao e multiplicacao
por um escalar de matrizes simétricas continuam resultando em matrizes simétricas. Ao
longo do trabalho, veremos que essa propriedade é fundamental no estudo de formas

quadraticas.

Proposicao 1.2 O produto de duas matrizes simétricas € uma matriz simétrica se, e

somente se, as matrizes se comutam, ou seja, AB = BA.

Essas propriedades garantem que as matrizes simétricas sejam ideais para a analise
da definitude de formas quadraticas, pois essa analise esta intimamente ligada ao sinal

dos autovalores de A.
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Definigao 1.2 (Matriz Ortogonal) Uma matriz quadrada A € dita ortogonal se sua

transposta AT for iqual ¢ sua inversa A™'. Isso implica que AAT = I, onde I é a matriz
tdentidade.

Definigao 1.3 (Matriz Diagonalizavel) Uma matriz diagonalizdvel é uma matriz qua-
drada A que pode ser transformada em uma matriz diagonal D através de uma matriz
wmvertivel P tal que

P 'AP=D.

Em outros termos, isto significa que existe uma matriz P e uma matriz diagonal D que,

quando multiplicadas, resultam em uma matriz diagonal.

Definigao 1.4 (Autovalores e Autovetores) Seja A € R™™. Um nimero A € R ¢

chamado de autovalor de A se existir um vetor nao nulo v € R™ tal que
Av = v,

O wvetor v é chamado de autovetor associado ao autovalor \.

Para encontrar os autovalores de A, resolvemos a equacao caracteristica
det(A — AI) =0,

cuja solucao em A\ fornece os autovalores da matriz, onde veremos no exemplo 1.3.
Proposicao 1.3 Toda matriz simétrica possui apenas autovalores reais.

Teorema 1.1 Se A € R™"™ ¢ uma matriz simétrica, entao:

(a) Todos os autovalores de A sdo reais.

(b) Autovetores associados a autovalores distintos sao ortogonais.

Teorema 1.2 (Teorema Espectral) Se A € R"*" é simétrica, entao existe uma matriz

ortogonal P tal que

PTAP =D,

onde D € uma matriz diagonal cujos elementos sao os autovalores reais de A.

Em diversos livros de algebra linear, a sua demonstracao diz que:

Se A = A", todo autovalor de A ¢ real. Ademais, os autovetores que sao associados

a autovalores distintos sao ortogonais.
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Uma base do autoespaco pode ser ortonormalizada pelo processo de Gram-Schmidt,
admitindo uma base ortonormal. Como A é simétrica, a soma de dimensoes dos autoes-

pacos é n, entao existe uma base ortonormal de R™ que é formada pelos autovetores de
A.

seja P a matriz cujas colunas sao esses autovetores ortonormais. Entao P é uma
matriz ortogonal e PTAP = D, onde D é a matriz diagonal formada pelos autovalores de

A. Logo, A é diagonalizavel por uma transformagao ortogonal.

A matriz P cujas colunas sao os autovetores ortonormais de A proporciona uma

base ortonormal de R™ em que A atua de forma diagonal.

Vale salientar também que, as duas ultimas proposicoes garantem que as matrizes
simétricas sao diagonalizaveis por matrizes ortogonais e, por isso, sao fundamentais na
analise da definitude de formas quadréticas.

Exemplo 1.3

Considere a matriz simétrica

Calculamos o polinémio caracteristico:

2— A 1
det(A—/\I):det[ ) )\]:(2—)\)2—1:)\2—4>\+3.
Resolvendo
N —4N+3=0,
temos as raizes
)\1 - 3, )\2 = 1

Para \; = 3, resolvemos

-1 1

(A=-3)v=0 = [1 »

st

Isso gera a equacao —v; + vy = 0, ou seja, vo = v;. Um autovetor associado é

Para Ay = 1, resolvemos
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Isso gera vy + v9 = 0, ou seja, v = —v;. Um autovetor associado é

1
Vo = )
T
Calculamos as normas:

Vil = VI2+ 12 =2, |va] =12+ (-1)2 = 2.

11 1|1
u1_ﬁl’ uQ—E 4|

Tomamos como colunas da matriz P os autovetores normalizados:

.
1 |1 1
P: u; U :Ell _1]

Normalizamos:

E, de fato, verificamos que
T
u;

T
uy

PTAP =

A[u1 u2] — [3 (1)] _ D,

onde D ¢é diagonal contendo os autovalores.

A seguir veremos a definicao de menores principais lideres, que surge da necessidade
de verificar a positividade de uma forma quadrética, sem precisar calcular os autovalores,

pois estes nem sempre sao faceis de calcular, principalmente em dimensao alta.

Definigao 1.5 (Menor Principal Lider) Seja A = [a;;] € R™*™. Para cada k € {1,2,...,n},
o menor principal lider de ordem k, escreve-se My como o determinante da submatriz

A, € RF** obtida ao se considerar as k primeiras linhas e colunas de A. Isto é,

Mk = det(Ak)
Exemplo 1.4

Considerando n=3, com A simétrica, temos

ailr a2 a3

A= aiz2 A22 Q23] ,

13 Ag23 a33

entao os menores principais lideres sao:

L] Ml = det |:a11},
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° M2 = det

aix a2
a2 @22 ’
° M3 = det(A)
Os menores principais lideres sao fundamentais na formulagao do Critério de Syl-

vester, pois seu sinal determina a definitude de formas quadraticas associadas a matrizes

simétricas.

1.2 Formas Quadraticas e Definitude

As formas quadraticas sao expressoes algébricas que surgem naturalmente em con-
textos diversos da matemética, como geometria analitica, algebra linear e calculo multi-
variado. Esta secao apresenta a definigao formal, propriedades e interpretacao geométrica

das formas quadraticas reais.

Defini¢ao 1.6 (Forma Quadratica) Seja A € R™ " uma matriz simétrica. A aplicagao
Q:R" =R, Qx)=x"Ax,

€ chamada de forma quadrética associada a matriz A.

Exemplo 1.5

1
Seja A = <1 3) , entao a forma quadratica associada a matriz A é a aplicacao

Q : R? = R, dada por:

Q(x,y) = [x y} E ;] lj = 22° + 2xy + 3y°.

O estudo das formas quadréticas esta intimamente relacionado & analise do sinal
que Q(x) assume. Nesse contexto, introduz-se o conceito de definitude, que consiste em
classificar a forma quadratica de acordo com os valores que ela assume para vetores nao

nulos.

Definigao 1.7 Seja Q(x) = xT Ax uma forma quadrdtica com A simétrica. Dizemos que:

(a) Q € positiva definida se Q(x) > 0 para todo x # 0;
(b) @Q € negativa definida se Q(x) < 0 para todo x # 0;

(c) Q ¢ semidefinida positiva se Q(x) > 0 para todo x;
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(d) @ € semidefinida negativa se Q(x) < 0 para todo x;
(e) @ € indefinida se assume valores positivos e negativos.
A nogao de definitude fornece uma primeira descri¢gao global do comportamento

da forma quadratica, sendo particularmente relevante em diversas aplicagoes, como em

problemas de otimizacao e no estudo de pontos criticos de fungoes reais.

Proposigao 1.4 A definitude de uma forma quadrdtica Q(x) = xT Ax, com A simétrica,

¢ determinada pelos sinais dos autovalores de A:

(a) Q € positiva definida se, e somente se, todos os autovalores de A sao positivos;
(b) Q € negativa definida se, e somente, se todos os autovalores de A sao negativos;

(c) Q é semidefinida positiva se, e somente se, todos os autovalores de A sao nao ne-

gativos e pelo menos um deles € nulo;

(d) Q ¢é semidefinida negativa se, e somente se, todos os autovalores de A sio nao

positivos e pelo menos um deles € nulo;
(e) Q € indefinida se A possui autovalores positivos e negativos.
Demonstracao: Como A é simétrica, pelo Teorema Espectral existe uma matriz

ortogonal P tal que
PTAP = D,

onde D = diag(\y, ..., \,) é a matriz diagonal cujas entradas \; sdo os autovalores

reais de A. Para x € R", ponha y = P7x. Entao

Q(x) =x"Ax =y Dy =) Ny},

i=1

(a) Definitude positiva.

= Suponha que @ é positiva definida, ou seja, Q(x) > 0 para todo x # 0. Seja v

um autovetor de A associado a um autovalor A (portanto Av = Av). Como v # 0,
Qv) = vT Av = vT (W) = |||

Pela hipotese Q(v) > 0 e ||v[|? > 0, segue A > 0. Como isso vale para qualquer autovalor,

todos os autovalores sao positivos.
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< Suponha agora que )\; > 0 para todo ¢. Para qualquer x # 0, na escrita

y = PTx temos y # 0 e
Qx) = Z Ay -
i=1

Cada termo \;y? > 0 e pelo menos um & estritamente positivo (pois y # 0), logo Q(x) > 0.
Assim () é positiva definida.
(b) Definitude negativa.

O argumento é analogo ao caso (a). Se todos os autovalores \; < 0, entao
n
Qx)=> Agi <0
i=1

para todo x # 0, logo ) é negativa definida. Reciprocamente, se () é negativa definida,
tomando um autovetor v associado a um autovalor A obtemos Q(v) = Al|v||> < 0, e assim

A < 0. Portanto todos os autovalores sao negativos.

(c) Indefinidade.
Se A possui autovalores de sinais diferentes, existe pelo menos um autovalor A, > 0
com autovetor u e um autovalor A_ < 0 com autovetor w. Entao

Q(u) =Aiful* >0 e Qw)=A[w|*<0,

logo Q) assume valores positivos e negativos e, portanto, é indefinida.

Reciprocamente, se () é indefinida, existem x, z tais que Q(x) > 0 e Q(z) < 0. Na
base ortonormal que diagonaliza A (obtida pelo Teorema espectral), escrevemos ) como
> Ay?. A existéncia de vetores que produzem soma positiva e soma negativa implica que

nem todos os \; tém o mesmo sinal — isto é, ha autovalores positivos e negativos.

Assim, as afirmativas (a), (b) e (¢) ficam demonstradas.
U

A anélise dos autovalores fornece um critério teérico importante, mas nem sempre
é conveniente computé-los diretamente. O Critério de Sylvester, estudado no préximo

capitulo, fornece uma alternativa baseada nos determinantes principais da matriz A.

Teorema 1.3 (Mudanca de Base) Se A ¢ simétrica, entao existe uma base ortonormal

de autovetores tal que, sob essa base, a forma quadrdtica se escreve como
2 2 2
Q(X) = )\1'1'1 + A2$2 +oe )‘nxnv

onde \; sao os autovalores de A. Essa forma é chamada de forma canonica de Q).
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Demonstracao: Como A € uma matriz simétrica, pelo Teorema Espectral, existe

uma matriz ortogonal P € R™™" tal que

PTAP =D

D= dz'ag()\l, )\2, ceey /\n)
Consideramos a mundanca de varidveis

r = Py.

Substituindo a mudanca na forma quadrdtica, temos:

Q =o' Az = (Py)"A(Py) = y" PT APy.

Usando a diagonalizacao ortogonal de A, logo:

Q(z) =y" Dy.

Como D € diagonal, temos

y" Dy == Myt + Xoys + -+ + Ayl

Exemplo 1.6 Considere a forma quadrdtica

Q(z,y) = 4a® + day + o,

4 2
2 1|’

onde o termo 4xy corresponde aos elementos simétricos a;os = ag; = 2. Calculamos o

associada a matriz simétrica

A:

polinémio caracteristico:
4—-XN 2
det(A—)J):det[ - /\]:(4—)\)(1—)\)—420.

Expandindo:

(A4=N1 =X —4=4—4N - A+ )X —4=X-51+0= ) -5\



Assim, o polinémio é

M -5 =)\\—-5)=0.

Logo, as raizes (autovalores) sao:

Para \; = 0, resolvemos
4 2 0
(A-=0-I)v=Av=0 = - .
2 1 (%) 0

41)1 + 2U2 = 0, 21)1 + vy = 0.

As equagoes sao:

A segunda d& vy = —2v;. Substituindo na primeira:
4?)1 + 2(—21}1) = 4’01 — 4U1 = O,

confirmando a consisténcia. Portanto, um autovetor associado é

Para Ay = 5, temos

(A-51)v = l4g5 135]V: [_1 2]V:0.

Isso gera o sistema:
—v1 + 21]2 = 0, 2’[11 — 4’02 = 0.

A primeira equagao da v; = 2v,. Substituindo na segunda:
2(2U2) — 4U2 == 4U2 - 41)2 == O,

confirmando a consisténcia. Um autovetor associado é

2
vy = )
T I
Calculamos as normas:

Vil = VE+ (22 =VITi=V5 |vof =vVE+T=Viti=V5

Assim, os autovetores normalizados sao:

1|1 1|2
ul—% _2, UQ—%l.

22
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Definimos

Calculamos

PTAP =

0 0
=D,
0 5]

confirmando que P diagonaliza A com autovalores 0 e 5. Como os autovalores de A sao
A1 =0 e Ay = 5, ambos nao-negativos, a forma quadratica ) é semidefinida positiva. Isso
significa que Q(x) > 0 para todo x # 0, porém @(x) = 0 para algum x # 0 (por exemplo,

para x paralelo a uy).

1.3 Conicas e Quadricas Associadas a Formas Quadraticas

O estudo das formas quadraticas possui uma rica interpretacao geométrica, es-
pecialmente quando associadas as chamadas conicas e quddricas. Essas figuras sao as
representacoes geométricas das equagoes de segundo grau em duas e trés varidveis, res-
pectivamente, e constituem um elo natural entre a élgebra linear e a geometria analitica.

As Figuras 1,2, 3 e 4 ilustra a geometria dessas superficies.

Podemos fazer a representacao da forma geral de uma equacgao quadratica em x e
y em: ax® + by? + cxy + do + ey + f = 0, onde pelo menos um dos coeficientes a,b e c,
nao é zero. Os graficos dessas equacoes sao chamadas secgoes cOnicas ou simplesmente
codnicas. Da-se esse nome porque esses graficos sao obtidos apartir de secgoes transversais
de um cone (duplo), cortando-o com um plano. alguns dos exemplos de secgoes conicas
sao elipses, hipérboles e parabolas. Estas sao chamadas de conicas nao degeneradas. Ha
também as conicas degeneradas que ¢ quando uma secgao tranversal de um cone resulta

em um Unico ponto, uma reta ou um par de retas.

Figura 1 — Coénica nao degenerada-Elipse

Figura: Flavio Silva (2025).
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Figura 2 — Coénica nao degenerada-Hipérbole

Figura: Flavio Silva (2025)

Figura 3 — Conica Degenerada-Duas Retas Concorrentes

Figura: Flavio Silva (2025)

Figura 4 — Coénica Degenerada-Um Ponto

Figura: Flavio Silva (2025)

Definigao 1.8 Uma cénica é o conjunto de pontos (z,y) € R? que satisfaz uma equagio

geral do sequndo grau:
Az? + Bxy + Cy? + Dz + Ey + F = 0,

com pelo menos um dos coeficientes A, B, C' diferente de zero.

A parte quadrética da equacao, Q(z,y) = Az?* + Bxy + Cy?, é uma forma qua-
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dratica em duas variaveis e determina a natureza geométrica da conica.
A matriz simétrica associada a essa forma é:

B

A3

Ag =
5 c

Por meio de uma mudanca ortogonal de coordenadas, é possivel eliminar o termo

misto xy, obtendo a forma reduzida:

)\11'/2 _|_ )\2y/2 + FI — O7

Ou seja, Como essa matriz Ay é simétrica e pelo Teorema Espectral existe uma
matriz ortogonal P, onde, PYAgP ¢ diagonal. A mudanga ortogonal de coordenadas
(x,y) = P(2',y') elimina o termo misto xy da equagao, reduzindo a forma quadratica

a \ix”? + Xy, onde A\ e Ay sdo os autovalores de Ag.

Proposicao 1.5 A natureza da conica centrada na origem depende dos sinais dos auto-

valores Ay e Mo
"A demonstracao estd baseada no Teorema Espectral e na diagonalizagcao ortogonal
de matrizes simétricas, conforme Boldrini (1980, cap. 7), onde € permitido classificar a
conica pelos sinais dos autovalores.”
(a) Se A1 € Ag tém o mesmo sinal, a conica é uma elipse (ou circulo, se A\y = \a);
(b) Se \i e \y tém sinais opostos, a conica é uma hipérbole;

(¢) Se um dos autovalores é nulo e o outro é nao nulo, a conica é uma pardbola (ou

uma degeneragdao dela);

(d) Se ambos sao nulos, a equagdo representa um ponto ou o plano todo.

Exemplo 1.7 Considere Q(x,y) = 92% — 4y>. A matriz associada ¢

9 0
Ag = ,

cujos autovalores sao A\ =9 e \y = —4. Como os sinais sio opostos, as curvas Q(x,y) =
¢, quando ¢ # 0, representam hipérboles. Em particular, para ¢ = 36, obtém-se a hipérbole

tlustrada na Figura 5.
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Figura 5 — Hipérbole

Ay

Figura: Flavio Silva (2025)

Defini¢ao 1.9 Uma superficie quddrica é o conjunto de pontos (x,y,z) € R® que

satisfaz uma equagao geral de sequndo grau:
Az + By’ + C2* + Daxy+ EByz + Fzox +Ge + Hy + 12+ J =0,

com pelo menos um dos coeficientes A, B,C, D, E, F diferente de zero.

A forma quadratica associada é
Q($7 Y, Z) = AwQ + B?JQ + 022 + ny + Eyz + FZCE,

cuja matriz simétrica é:

D F

A5 3

_ | D E

Ag=15 B 3
F F

5 3 C

Aplicando o Teorema Espectral, existe uma matriz ortogonal P tal que
PTAqP = D = diag(\1, A2, \3),
onde \; sao os autovalores de Ag.
No novo sistema de coordenadas (2’,y/,2') = PT(x,y, z), a equagao reduz-se a:
M 4+ Aoy? + X322+ J = 0.

Proposicao 1.6 A natureza da superficie quddrica centrada na origem depende dos sinais

dos autovalores de Ag:
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(a) Todos os autovalores positivos: elipsoide, ilustrada na figura 6.

Figura 6 - Elipsoide

Figura: Flavio Silva (2025)

(b) Dois positivos e um negativo (ou vice-versa): hiperboloide (de uma ou duas folhas),

este primeiro sendo mostrado no Exemplo 1.9.

(c) Pelo menos um autovalor nulo: superficie degenerada; em particular, pode ocorrer

um paraboloide cilindrico; mostrada no Exemplo 1.11.

(d) Autovalores com sinais opostos e pelo menos um autovetor nulo: superficies degene-
radas, em particular cones degenerados (como pares de planos, por exemplo), como

mostrado na Figura 7.

Figura 7 - Superficies Degeneradas

Figura: Flavio Silva (2025)
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Exemplo 1.8 Considere a forma quadrdtica

Q(m7y7 Z) = x? + y2 - z2‘

A matriz associada € diagonal:

10 0
Ag=10 1 0
00 -1
Os autovalores sao \y =1, Ao =1, \3 = —1. Como hd dois positivos e um negativo, o grad-

fico de Q(x,y,z) = ¢, com ¢ #0,. Em particular, para ¢ = 1, obtém-se um hiperboloide

de uma folha, cuja superficie € ilustrada na Figura 8.

Figura 8 — Hiperboléide de uma Folha

Figura: Flavio Silva (2025)

Assim como no caso bidimensional, a diagonalizagao de Ag simplifica o estudo
das quéadricas, revelando sua orientacao e natureza geométrica em funcao dos autovalores.
Essas relagoes também estao na base da andlise de definitude de formas quadraticas,

discutida na secao seguinte.

1.4 Interpretagao Geométrica da Definitude

O estudo da definitude de uma forma quadratica nao se restringe a propriedades

algébricas; ha também uma importante interpretagao geométrica. Essa interpretagao esta
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associada as superficies (ou curvas, no caso bidimensional) de nivel definidas pela equagao

Q(x) = ¢,

onde ¢ € R é uma constante A. Esta equacao representa uma conica centrada na origem,
cuja natureza depende da definitude de ). Analogamente, em trés variaveis Q(z,y, z) = ¢

representa uma superficie quddrica centrada na origem.

1.4.1 Formas Quadraticas em Duas Varidveis

Considere uma forma quadréatica em duas varidveis reais:

Q(z,y) = az® + 2bzy + cy*.

a b
b cl|’

e a equagao Q(zr,y) = ¢y representa, geometricamente, uma conica centrada na origem.

A matriz simétrica associada é

A:

A classificacao da conica pode ser obtida analisando a definitude de A:

Proposigao 1.7 Seja Q(x) = xT Ax uma forma quadrdtica associada ¢ matriz simétrica
A. Entao:

(a) Se A € positiva definida, as curvas de nivel Q(x) = ¢ > 0 sao elipses;

(b) Se A ¢é negativa definida, as curvas de nivel Q(x) = ¢ < 0 também sao elipses,

porém com o eixo invertido;
(c) Se A € indefinida, as curvas de nivel Q(x) = ¢ sao hipérboles (ou hiperboloides);

(d) Se A é semidefinida positiva ou negativa, as curvas de nivel degeneram em pares de

retas.

Demonstragdo: Pelo Teorema Espectral, A = PDPT com D = diag(\y, ..., \,)-

Definindo y = P7x, temos:

Q(x) =x"Ax =y Dy =) Ny},

i=1
Assim, a equagao Q(x) = ¢ torna-se

n

Z )\iyf =c.

i=1
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O sinal dos autovalores determina se os termos y? aparecem com coeficiente positivo ou

negativo, o que define se a superficie é elipsoidal, hiperboélica ou degenerada. O

Esses resultados sao analogos, em dimensoes maiores, a classificacao de superficies

quadricas.

Exemplo 1.9 Considere a forma

Q(z,y) = 32* — 4oy + y*.

—2
A= ; :
-2 1
O determinante ¢ det(A) = 31— (=2)> = —1 < 0, logo A ¢é indefinida. Portanto,

Q(z,y) = ¢, quando ¢ # 0, representa uma hipérbole, que € ilustrada na Figura 9.

A matriz associada €

Figura 9 — Hipérbole

Ay

2_
322 —dzy+F =1

N/

Figura: Flavio Silva (2025)

Nesse exemplo ¢ analisado e ilustrado a relagao entre as propriedades algébricas
das matrizes simétricas e a sua geometria das curvas associadas as formas quadraticas,
mostrando também a importancia da visualizacao grafica, através da ferramenta de apoio

como o geogebra, evidenciando assim uma melhor compreensao teérica.

1.4.2 Interpretacao em Dimensoes Superiores

Para A € R™" simétrica, a equacdo @(x) = ¢ define uma superficie quadricas no

espaco R™. A diagonalizagao ortogonal de A permite reescrever a forma como

Qx) = )xly% + )\gyg + -+ )\nyi,
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onde as coordenadas y = PTx correspondem a um sistema de eixos ortogonais principal.

Os sinais dos autovalores determinam a curvatura local e a natureza geométrica

da superficie:

Todos os \; > 0: superficie elipsoidal (minimo local).

Todos os \; < 0: superficie elipsoidal invertida (maximo local).

Autovalores de sinais opostos: superficie hiperbélica.

Alguns )\; = 0: cilindros parabdlicos ou superficies degeneradas.

Exemplo 1.10 Considere novamente a forma quadrdtica

Q(z,y) = 42* + day + 7,

A:Eﬂ.

Ja vimos que seus autovalores sao Ay =5 e Ay = 0, e que o0s autovetores correspondentes

ol [

Normalizando esses vetores, obtemos uma base ortonormal:

1|2 1 (-1
ul_ﬁl’ ug—ﬁ .k

A matriz ortogonal P = [u; ug] diagonaliza A:

associada a matriz

sao

5 0
0 0

PTAP =

No novo sistema de coordenadas (y1,12) = PT(x,y), a forma quadrdtica torna-se
Q(z.y) = 5y7.

As curvas de nivel sio dadas por by? = ¢, ou seja:

c
Y1 = + 5

FEssas sao duas retas paralelas no plano (y1,y2), o que confirma que @ é semide-
finida positiva. Geometricamente, o grifico de z = Q(x,y) é um paraboloide cilindrico

que se estende no eiro associado a ys, conforme ilustra a Figura 10.
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Figura 10 — Paraboloide Cilindrico

z = 4z? + day +

Figura: Flavio Silva (2025)

A interpretagao geométrica refor¢a a importancia da definitude no estudo da con-
cavidade de fungoes multivariadas. Em particular, na analise de pontos criticos, a matriz
Hessiana — que é simétrica — desempenha o mesmo papel de A, e o sinal de seus auto-

valores indica se o ponto é um minimo, méximo ou sela.

Concluimos, portanto, que a definitude de uma matriz simétrica, além de possuir
um significado algébrico claro, esta intimamente ligada & geometria das superficies geradas
pela forma quadratica correspondente. Essa conexao sera essencial na proxima secao,
onde discutiremos o Critério de Sylvester, que fornece uma caracterizacao pratica e

puramente algébrica para determinar a definitude de uma matriz.
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2 O CRITERIO DE SYLVESTER

O Critério de Sylvester foi formulado por James Joseph Sylvester(1814-1897), um
matematico inglés, que teve grande importancia para o desenvolvimento da Algebra Li-
near, da Teoria dos Invariantes e da Teoria das Matrizes no século XIX. Por volta dos
anos de 1950, juntamente com seu colega e amigo Arthur Cayley, contribuiu significa-
mente para o desenvolvimento da Teoria das Matrizes, a qual conhecemos atualmente.
Sylvester foi um dos primeiros a utilizar o termo matriz, embora estudos relacionados ja

existissem anteriormente.

Varios matematicos ja haviam investigado formas quadraticas do tipo Q(a) = 27 A,
entre eles Carl Friedrich Gauss. No entanto, a principal questao da época consistia em
determinar se a forma quadratica era sempre positiva, se era sempre negativa ou se mudava

de sinal, apenas por meio da analise da matriz A.

Nesse contexto, o método foi um grande marco na época, pois possibilitou a ve-
rificagdo da positividade (ou negatividade) de formas quadraticas sem que fosse preciso
calcular seus autovalores. Diante disso, ficou até mais acessivel o estudo da curvatura
de fungoes e superficies em calculo diferencial, entre outras aplicagoes. Algumas de suas
obras mais importantes sao a Lei da Inércia de Sylvester e o Critério de Sylvester, sendo

fundamentais para a classificacao de formas quadréaticas e de matrizes simétricas.

Foi a partir dessas ideias que Sylvester formulou o seu método algébrico, o qual
permite determinar se uma matriz simétrica real é definida positiva (ou negativa), com
base nos menores principais lideres da matriz. Assim, o critério de Sylvester surgiu como
uma ferramenta pratica e fundamental para a analise da natureza de matrizes, possi-
bilitando assim verificar se uma matriz hermitiana ou simétrica ¢ negativa-definida,

positiva-definida ou indefinida.

Definicao 2.1 Uma matriz simétrica A € negativa definida se, e somente se, os de-

terminantes de seus menores principais lideres de ordem k satisfazer: det(Ay) tem sinal

(=1)*.

Ou seja, para a matriz A ser negativa-definida, os determinantes dos menores
principais lideres devem ficar mudando o sinal, ou seja, comega com negativo para o menor

de 1x1, positivo para o de 2x2 e assim sucessivamente.

Exemplo 2.1 Considerando a matriz
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Verificando seus menores principais lideres, temos:
det(A;) = -2 <0
det(As) = (=2)(=1) —=1=1> 0.

Logo, os sinais do resultado dos menores principais lideres sao alternados, come-

cando com negativo, o que nos mostra que a matriz A € negativa definida.

Definicao 2.2 Uma matriz simétrica A € positiva definida se, e somente se, todos os

determinantes de seus menores principais lideres forem positivos.

Ou seja, todos os determinantes de seus menores principais lideres serd sempre

positivo. Logo:

det(Ay) >0, det(Ay) >0, ..., det (A,) >0
Exemplo 2.2 Considerando a matriz

A:

2 1

1 1]
Verificando seus menores principais lideres, temos:
det(Al) =2>0

det(As) = (2)(1) —1=1> 0.

Logo, os sinais do resultado dos menores principais lideres sao positivos, o que nos

mostra que a matriz A € positiva definida.

Definicao 2.3 Uma matriz simétrica A é€ indefinida quando nao satisfaz o padrao de

sinais exigidos das definicoes anteriores.

Ou seja, todos os determinantes de seus menores principais lideres nao precisa se-

gquir um padrao estabelecido, nesse caso, o resultado dos determinantes tém sinais mistos.

Exemplo 2.3 Considerando a matriz

A:Eﬂ.

Verificando seus menores principais lideres, temos:
det(Al) =0
det(Az) = (0)(0) — (2)(2) = —4.

Logo, os sinais do resultado dos menores principais lideres tém sinais mistos, o que

nos mostra que a matriz A é indefinida.
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O critério de Sylvester nos mostra que basta apenas calcular os determinantes das
submatrizes principais sem a necessidade de calcular os autovalores, sendo uma forma

bem pratica de avaliar a definitude de uma matriz.

Diante disso, o critério nos mostra que essa estrutura dos determinantes principais
contém informacgoes completas sobre o comportamento da forma quadratica associada a
matriz. Devido a isso, o método é amplamente utilizado em: Calculo multivariavel, onde
nos mostra a classificacao de pontos criticos; no estudo de conicas e quadricas, onde nos

mostra a andalise da curvatura, entre outros.

2.1  Demonstracao do Critério de Sylvester

A demonstracao do Critério de Sylvester geralmente utiliza a indugao sobre uma
matriz de ordem n. Vamos seguir uma direcao para essa demonstragao: Se os menores

principais lideres sao positivos, entao a matriz é definida positiva.

Por inducao, para n = 1, se A1 = ay; > 0, logo a matriz é definida positiva, pois

2T Az = a1 22 > 0 para = # 0.

Vamos supor que o método seja valido para matrizes de ordem n — 1. Entao, seja

A uma matriz de ordem n x n com todos A > 0.

Fazendo a decomposicao da matriz, temos:

A,1 b
A p—
b an,

Onde A,,_; é uma submatriz de ordem n — 1.

Pela hipotese de indugao, como todos os menores principais lideres de A, _; sao

positivos, A,,_; é definida positiva.

Como A,,_1 é invertivel, pois o seu determinante é maior que 0, podemos aplicar o
complemeto de Schur ou uma mudanca de base para zerar o vetor v, de modo que exista

uma matriz triangular inferior L tal que:

A,1 0
N e
0"«

Nesse caso, a é o complemento de Schur: o = a,,, — ”UTA;il?J
Calculando o determinante de ambos os lados, temos:

Ay 0
' ).det (L)T

det (A)= det (L) . det ( or
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Como L ¢é unitriangular, det (L) = 1. Logo:

An == An,1 e’

Sabemos entao que A, > 0 e A,_; > 0. Obrigatoriamente a@ > 0. Como A é
congruente a uma matriz em bloco com A,,_; que é definida positiva e o que é positivo,

todos os seus autovalores sao positivos. Provando assim que A é definida positiva.
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3 APLICACOES

3.1 Aplicagoes e Interpretagoes Matemaéticas

O Critério de Sylvester possui uma ampla utilizagao em diversas areas da matema-
tica, da engenharia, da fisica devido a sua aplicabilidade na anélise de formas quadraticas
e nos mostra como é utilizado no comportamento de fun¢oes multivariadas. Nesta se¢ao,

serao mostrados algumas de suas aplicacoes mais relevantes.

O método pode ser explorado através de ferramentas computacionais com softwares
tais como o Geogebra ou WolfranAlpha, no qual é permitido visualizar como a variacao
dos coeficientes de uma matriz altera sua definidade através de sua natureza geométrica

e como consequéncia, o formato geométrico das superficies associadas.

3.1.1 Aplicacoes na Algebra Linear e Geometria Analitica

O Critério de Sylvester é importantissimo no estudo de conicas e quédricas, sendo
um método utilizado para classificar a natureza das formas quadraticas nelas associ-
adas. Diante disso, é verificado se elas representam elipses, hipérboles, parabolas, etc,
baseando-se apenas pela analise dos menores principais lideres da matriz simétrica da

forma quadratica.

Nesse método o processo é simplificado e nao é necessario calcular seus autovalores.
Diante disso, é preciso determinar a natureza da curvatura da superficie ou da curva,

determinando assim, se ela é definida positiva, definida negativa ou indefinida.
A equacao geral de uma conica é:
Az? 4+ Bay+ Cy? + Dx +Ey+ F =0, com A,B,C,D,E,F € R.

Strang(2006), reforga que a classificagao da conica depende das propriedades da

forma quadratica associada a:

Q(z,y) = Az* + Bxy + Cy?, podendo ser escrita também na forma matricial:

Q) = [+ o] |3 2

no |ty
Q

Logo, a matriz simétrica associada a essa forma quadrética é:

A5
A= 7|
5 ¢
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(Segundo Lay; Lay; McDonalds, 2016), a classificagdo da conica depende da defi-
nitude da matriz Ag.

Entao, esse método de Sylvester permite classificar a conica em:

e Elipse(ou circulo): Se a matriz Ag ¢ definida positiva ou definida negativa. Para
esse caso, se det(A;) = A > 0 e det (Ay) = det (Ag) > 0 para o caso da matriz
Ag definida positiva, ou se det(4;) = A < 0 e det Ay = det (Ag) > 0 para o caso
da matriz Ag definida negativa. A elipse devido a sua defini¢ao geométrica ¢ uma

curva fechada. A equagao da elipse é mostrada na Figura 11.

Figura 11 — Equacgao da Elipse

Figura: Flavio Silva (2025)

No Exemplo 2.1 vimos a matriz simétrica:

A:

Logo, sua forma quadrética associada é:

Qz,y) = [m y] [_12 _11] [g] = 232 + 2xy — y2.

Baseando-se em seus menores principais lideres vimos também que a referida matriz

é negativa definida, o que representa uma elipse, como é mostrada na Figura 12.
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Figura 12 - Elipse

Ay

"'><

Figura: Flavio Silva (2025)

No caso da matriz associada ser negativa definida, a forma quadrética assume apenas
valores nao positivos. Logo, a equagdo Q(z,y) = 1 ndo tem solugao real. Nesse caso,
para representar graficamente a conica, usamos a equagao equivalente Q(z,y) = —1,

resultando assim em uma elipse real.

No Exemplo 2.2 vimos também a matriz simétrica:

2 1
A= .
11
Que corresponde a forma quadratica associada:
2 1| |z
Qz,y) = [w y} = 22° + 2xy + y°.
1 1) |y

Como a referida matriz é positiva definida e baseando em seus menores principais

lideres, temos também uma elipse, conforme ilustra a Figura 13.
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Figura 13 - Elipse

Ay

"'><

Figura: Flavio Silva (2025)

e Hipérbole: Se a matriz Ag ¢é indefinida. Para esse caso, o resultado dos determi-
nantes de seus menores principais lideres tem sinais opostos, ou seja, tem um sinal
positivo e um negativo ou um sinal negativo e outro positivo. A hipérbole é uma
curva fechada. A hipérbole consiste em duas curvas separadas que se afastam uma

da outra, como ¢ mostrado na Figura 14.

Figura 14 - Equacao da Hipérbole

Ay

'X

Figura: Flavio Silva (2025)

No Exemplo 2.3 vimos a matriz simétrica:

A:ﬁﬂ.
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Logo, sua forma quadratica associada é:

S T I

Baseando-se em seus menores principais lideres vimos também que a referida matriz

¢ indefinida, o que representa uma hipérbole, que é ilustrada na Figura 15.

Figura 15 - Hipérbole

Figura: Flavio Silva (2025)

e Parabola Se todo o det (Ag) = 0 entdo essa conica serd uma parabola.

Os exemplos citados mostra assim a importancia do estudo dos menores principais

lideres na classificagao de formas quadraticas e das conicas associadas.
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CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo apresentar um estudo teorico e aplicado
sobre o critério de Sylvester, destacando sua relacao com matrizes simétricas e suas prin-
cipais aplicagoes, especialmente com o auxilio do software GeoGebra como ferramenta de

visualizacao e apoio didatico.

Inicialmente, foram revisados conceitos matematicos fundamentais, como matrizes
simétricas, determinantes principais, formas quadraticas e os diferentes tipos de definitude.
Esses conceitos serviram como uma fundamentagao tebrica para compreender o critério
de Sylvester e de sua grande relevancia na analise de formas quadraticas associadas a

matrizes simétricas.

Posteriormente, foi apresentada a relagao dos menores principais lideres e o teo-
rema de Sylvester, evidenciando como o método permite determinar a natureza de uma
forma quadratica sem a necessidade de calcular seus autovalores. Essa abordagem mostra-

se eficiente e significativa, especialmente onde o célculo espectral se torna mais complexo.

Por fim, o estudo também evidenciou a aplicacao do critério de Sylvester na analise
de conicas e quadricas, permitindo assim a identificacao geométrica dessas superficies por
meio da anélise de sua definitude. O uso do GeoGebra possibilitou uma visualizacao grafica
clara dessas estruturas, a qual contribuiu para uma melhor compreensao da relagao entre

a algebra e a geometria analitica.

Dessa forma, conclui-se que o critério de Sylvester constitui uma ferramenta ma-
tematica relevante no ponto de vista tedrico e no aplicado, sendo particularmente ttil
no estudo de formas quadréticas, matrizes simétricas e superficies geométricas, podendo

assim apresentar um grande potencial didatico no ensino da Algebra Linear.
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