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RESUMO

O estudo aborda a utilizacdo do SageMath como uma ferramenta para promover
uma abordagem ativa de aprendizado na Analise Combinatéria no contexto escolar.
As Metodologias Ativas de Aprendizagem, que colocam o aluno como protagonista
do processo educativo, sdo destacadas como essenciais para desenvolver
habilidades socioemocionais e cognitivas necessarias para o século XXI. A
integracdo do SageMath, que € um software matematico livre e de cddigo aberto,
nesse contexto, € proposto como uma forma de enriquecer as atividades de ensino,
oferecendo aos alunos experiéncias interativas e praticas na resolucao de problemas
simples e complexos de Analise Combinatdria. Apresentamos uma metodologia que
combina a Aprendizagem Baseada em Projetos (ABP) com o uso do SageMath, nele
os alunos serao instruidos a resolverem problemas de Analise Combinatoria
utilizando o SageMath como ferramenta de calculo e experimentacao. A metodologia
do estudo abrange etapas fundamentais, tais como a formulagao e aplicacao de um
problema desafiador; a investigacdo continua e aprofundada sobre o tema em
questao; a aplicacao da sequéncia didatica e o desenvolvimento consistente do tema
ao longo do processo de aprendizagem; a analise critica e revisao priorizando a
participacdo ativa e escolha do aluno, a reflexao e busca por autenticidade e
apresentacdo publica do resultado final. A integracdao do SageMath ao projeto
permite que os alunos desenvolvam habilidades praticas na resolucao de problemas
matematicos e promove uma aprendizagem mais dindmica e envolvente. O estudo
também destaca a importancia do desenvolvimento profissional dos professores
para o uso efetivo das tecnologias digitais na educacdo. O SageMath € apresentado
como uma ferramenta versatil que pode ser utilizada em diversos contextos da
Matematica, desde o nivel mais basico até aplicagées avancadas. A integracao do
SageMath ao ensino da Analise Combinatéria é vista como uma oportunidade de
enriquecer as praticas pedagogicas e preparar os alunos para os desafios do mundo
contemporaneo.

Palavras-chave: Analise Combinatdria, Metodologias Ativas, SageMath.



ABSTRACT

The study addresses the use of SageMath as a tool to promote an active learning
approach in Combinatorial Analysis within the school context. Active Learning
Methodologies, which place the student as the protagonist of the educational
process, are highlighted as essential for developing socio-emotional and cognitive
skills necessary for the 21st century. The integration of SageMath, which is free and
open-source mathematical software, in this context, is proposed as a means to enrich
teaching activities, offering students interactive and practical experiences in solving
simple and complex problems in Combinatorial Analysis. We present a methodology
that combines Project-Based Learning (PBL) with the use of SageMath, in which
students will be instructed to solve problems in Combinatorial Analysis using
SageMath as a tool for calculation and experimentation. The methodology of the
study encompasses fundamental stages, such as the formulation and application of a
challenging problem; continuous and in-depth investigation of the subject matter; the
application of didactic sequence and consistent development of the subject
throughout the learning process; critical analysis and review prioritizing active student
participation and choice, reflection, authenticity-seeking, and public presentation of
the final result. The integration of SageMath into the project allows students to
develop practical skills in solving mathematical problems and promotes a more
dynamic and engaging learning experience. The study also highlights the importance
of professional development for teachers to effectively use digital technologies in
education. SageMath is presented as a versatile tool that can be used in various
mathematical contexts, from the most basic level to advanced applications.
Integrating SageMath into the teaching of Combinatorial Analysis is seen as an
opportunity to enrich pedagogical practices and prepare students for the challenges
of the contemporary world.

Keywords: Combinatorial Analysis, Active Methodologies, SageMath.
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1 INTRODUGAO

O desenvolvimento historico do estudo de problemas de combinatoria que sao
relativos a conjuntos finitos tem inicio com Abraham De Moivre no comego do século
XVIIl e se estende até o século XX com um corpo unificado de teorias que estao
relacionadas com operagdes e ordenagdes de conjuntos finitos. (WILSON,;
WATKINS, 2013). Nascido na Franca, em 1685, foi para a Inglaterra como refugiado
protestante, passando o resto de sua vida em Londres tornando-se membro da
Royal Society em 1697. Na segunda metade do século XX houve um grande
aumento do interesse em se estudar as familias de subconjuntos de conjuntos. De
fato, havia uma preocupacao sobre os conceitos tedricos de conjuntos. Uma vez que
o apice de estudo dessa teoria esta no principio da inclusao e exclusao, que
preocupa-se em estimar o tamanho da unido de subconjuntos de um conjunto
(WILSON; WATKINS, 2013). Historicamente, este principio foi explorado pela
primeira vez por De Moivre em 1718, em seu livro The Doctrine of Chances.
Embora nao tenha utilizado em seus estudos a notacao de conjunto abstrato, varias
ideias que surgiram no passar destes trezentos anos sdo objetos de interesse dos
matematicos da atualidade (WILSON; WATKINS, 2013).

Figura 1 — The Doctrine of Chances - 3ed, 1956

THE

ENCECT TV "N R

CHANGCES:

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)
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The Doctrine of Chances, foi um estudo sobre jogos de azar, estando incluido
também estudos sobre o tridangulo de Pascal e o problema do desarranjo, este
resolvido pelo novo método de De Moivre. Ele estava preocupado com o numero de
permutacoes de objetos em que certos lugares de alguns sao proibidos. Sendo este
problema posteriormente resolvido por um método geral que abstraiu de seus
problemas concretos, o principio de inclusdo e exclusdo & aplicado de forma mais
geral. Conhecido por varios nomes no passado este principio utilizado por De
Moivre, outrora conhecido por o principio de classificagdo cruzada, tem sido objeto
de trabalho de muitos matematicos ao longo dos seculos (WILSON; WATKINS,
2013). O principio de inclusdo e exclusdo também provou ser uma ferramenta
técnica de grande utilidade no estudo dos numeros primos, por exemplo, para
contarmos todos os numeros primos até 100, usou-se o procedimento de marcar
todos os multiplos de 2, e de forma analoga marcar todos os multiplos de 3, 5 e 7, de
onde os numeros restantes além do numero 1 sao primos. Isto se deve ao fato que
cada numero nao primo menor que 100, deve ter um fator ndo primo menor que 100.
Contudo, surge algumas complicacées adicionais, pois alguns destes multiplos sao
pontuados mais de uma vez, de onde é necessario fazer-se o uso do principio de
inclusdo e exclusdo para corrigir este fato. Essencialmente o problema do desarranjo

se concentra na pergunta:

Se varios objetos em ordem sdo rearranjados arbitrariamente, qual é a

probabilidade de nenhum objeto estar em sua posi¢ao original?

Esse novo tipo de algebra de De Moivre € na sua esséncia uma forma de
generalizar a questdo de mensurar o tamanho da uniao de n conjuntos finitos. Isto €,
para dois conjuntos finitos a estimativa da adicdo dos elementos destes conjuntos
pode ser muito grande, ja que quaisquer elementos em ambos podem ser contados
duas vezes, assim precisamos refinar a estimativa subtraindo o numero de
elementos em ambos os conjuntos. Para o problema em questdo, incluimos e
excluimos trés vezes qualquer elemento que esteja em todos os trés conjuntos,
entdo temos que incluir tais elementos mais uma vez no final (WILSON; WATKINS,
2013).
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Ele argumentou que se A é o conjunto de arranjos de a, b, c,d, e, femque a
esta em sua posicao de origem, e ainda se B, C, D, E, F sdo definidos de forma
semelhante, pelo método de De Moivre incluimos e excluimos trés vezes quaisquer
elemento que pertencam a todos os trés conjuntos, entdo temos que incluir tais
elementos mais uma vez no final, logo o numero de desarranjos (ordenacées em
que nenhuma letra estd em sua posicdo de origem) é 265, com aproximadamente
0,3680 chances desse evento ocorrer. Ao longo da trajetoria académica tivemos a
oportunidade de experimentar disciplinas que vieram desde o campo da logica
matematica a aplicagcbes computacionais na Matematica e em outras areas,
passando pelo contexto de estudo de modelos matematicos e pudermos ver a
importancia no qual os conceitos de Matematica Discreta sao relevantes para o
desenvolvimento intelectual dos estudantes a nivel de graduacdo dos cursos de
Matematica e Ciéncias da Computagcao, ou areas afins, de fato a disciplina de
Matematica Discreta tem na sua grande maioria cadeira cativa nestes cursos que

envolvem areas de tecnologia.

Para um bom desenvolvimento e estudo dessa area destacamos o raciocinio
matematico para ler, compreender e construir argumentos matematicos, o
desenvolvimento de habilidades de resolugdo de problemas de contagem, desde as
técnicas basicas de contagem a argumentos combinatodrios aplicados. O estudo de
estruturas matematicas abstratas que sdo as estruturas discretas, utilizadas na
representacdo de objetos discretos e a relacdo entre estes, isto €, conjuntos,
permutacdes, relagdes, grafos, arvores e computabilidade. Neste, precisamos
desenvolver o pensamento algoritmico desde sua especificacdo até a sua
implementacao, que sao utilizadas para resolver certas classes de problemas. Além
disso, a Matematica Discreta tem aplicacdes em diversas areas de estudo. Ha
diversas aplicagcdes nas Ciéncias da Computagao, aplicagcbes na Modelagem de
Dados, dentre outras areas, destacamos a Quimica, Biologia, Financeira, Internet e
Inteligéncia Artificial. De fato, fazer modelagem com Matematica Discreta € uma

habilidade de resolucdo de problemas extremamente importante (ROSEN, 2011).

Gostariamos através desse trabalho, compartilhar algumas reflexdes apos
concluir o Curso de Pods-graduacao em Metodologias Aplicadas no Ensino de

Ciéncias e Matematica no IFAL/Campus Murici, (PPGMAECM). Durante esse periodo,
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tivemos a oportunidade de explorar e vivenciar diversas abordagens pedagdgicas,
especialmente as Metodologias Ativas. Uma das principais aprendizagens que
gostariamos de destacar é o reconhecimento do papel fundamental que as
Metodologias Ativas desempenham no processo de ensino e aprendizagem. Ao
invés de adotar uma postura passiva, os alunos sao incentivados a serem
protagonistas do préprio aprendizado, participando ativamente das atividades e

construindo seu conhecimento de forma significativa.

As Metodologias Ativas proporcionam um ambiente de aprendizagem mais
dindmico, colaborativo e inclusivo. Através de estratégias como aprendizagem
baseada em problemas, aprendizagem cooperativa e projetos interdisciplinares, os
alunos desenvolvem ndo apenas conhecimentos conceituais, mas também
habilidades socioemocionais essenciais para o século XXI, como trabalho em
equipe, comunicacgao eficaz e pensamento critico. Junto a importancia da tecnologia
como aliada no processo de implementacdo das Metodologias Ativas. Ferramentas
como o SageMath, por exemplo, tem o potencial de enriquecer as atividades de
ensino, proporcionando aos alunos experiéncias interativas e praticas que facilitam a
compreensao de conceitos complexos, como os da Analise Combinatdria. Portanto,
apos esse curso, sinto-me ainda mais motivado e preparado para aplicar as
Metodologias Ativas em minha pratica pedagogica. Acredito que elas sdo essenciais
para promover um ensino mais engajador, significativo e eficaz, preparando os

alunos para os desafios do mundo contemporaneo.

Vamos apresentar esse estudo como consequéncia de um trabalho
bibliografico levando em consideragdo ser um topico importante, mas que nao €
comumente visto neste programa. Complementando nosso estudo e pesquisa,
devido a gama de softwares e linguagens de programacao que temos disponiveis
atualmente, sejam livres ou proprietarios, estes atuam como recursos
computacionais importantes para facilitar o processo de apropriacao deste
conhecimento no processo de ensino-aprendizagem e pesquisa, destacamos, em

particular, a proposta de realizarmos essa aplicagao utilizando o SageMath.
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Problematica

Como a abordagem ativa de aprendizado utilizando o SageMath pode
potencializar o ensino e a aprendizagem da Analise Combinatoéria no contexto

escolar?

Objetivo geral: Investigar como a utilizagcdo do SageMath como recurso de ensino
pode contribuir para uma abordagem ativa e eficaz no ensino da Analise
Combinatoria, visando aprimorar o entendimento e o desempenho dos alunos em

matematica.

Objetivos especificos:

- Analisar as potencialidades e beneficios do SageMath como recurso de ensino no
contexto da Analise Combinatéria.
- Desenvolver atividades e recursos didaticos utilizando o SageMath para promover

uma abordagem ativa de aprendizado na Analise Combinatoria.
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2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

As Metodologias Ativas representam uma abordagem educativa que promove
a participacdo ativa dos alunos em seu préprio processo de aprendizado. Essa
concepgao, inspirada na ideia de acao-reflexdao-acao proposta por Paulo Freire,
enfatiza a resolugcdo de problemas desafiadores que incentivam a pesquisa e a
descoberta de solugdes aplicaveis a realidade. Nesse contexto, pesquisas recentes
nas areas da educacao, psicologia e neurociéncia afirmam que cada individuo
possui um processo de aprendizagem diferente e unico. E que cada pessoa absorve
aquilo que é mais relevante e significativo, resultando assim na formacao de
conexdes cognitivas e emocionais Unicas (SANTOS, 2019). As Metodologias Ativas
abrangem uma abordagem do ensino e aprendizagem que dar énfase a participagao
ativa dos alunos na construcdo do seu préprio conhecimento. Eles reconhecem e
valorizam as diversas formas pelas quais os alunos podem se envolver nesse
processo, possibilitando-lhes aprender de maneira mais eficiente, seguindo seu
proprio ritmo, tempo e estilo (BACICH e MORAN, 2017).

Figura 2 — Aluno ativo e auténomo

Autonomia Confianga Aprendizado
envolvente

Aptiddo em

resolver Protagonismo Empatia
problemas

Colaborac3do Senso critico Resp0n§a_bllldfde
e participagao

Fonte: Metodologias Ativas de Ensino-Aprendizagem (2019)

Em meio as transformagbes sociais, politicas, econdmicas e religiosas dos
tempos atuais, a educacio se vé confrontada com a necessidade de uma nova visédo
de formacao profissional. E evidente uma busca crescente por métodos inovadores
de ensino-aprendizagem, que ultrapassem os limites do treinamento técnico para
atender as demandas da sociedade contemporanea. Nesse contexto, € essencial

formar professores capazes ndo apenas de dominar conhecimentos, mas também
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de pensar criticamente, correlacionar teoria e pratica, e colaborar na resolug¢ao dos
desafios do cotidiano escolar. O meétodo tradicional de ensino tem se mostrado
inadequado para uma formacdo abrangente do ser humano, sendo necessario
acompanhar os avancgos tecnologicos e cientificos que hoje facilitam o processo
educacional. As Metodologias Ativas capacitam os alunos a realizar uma série de
habilidades, desde leitura e pesquisa até analise critica e tomada de decisdes. O
papel do professor € fundamental, atuando como faciltador do processo,
estimulando a reflexdo e orientando os alunos de maneira intelectual, afetiva e
gerencial. Esses metodos ancoram-se na pedagogia critica, que questiona o ensino
tradicional e utiliza situagdes-problema como estimulo para aquisicdo de
conhecimentos e habilidades. Inspirados em pensadores como Paulo Freire, José
Carlos Libaneo e Demerval Saviani, buscam uma educacdo transformadora da

sociedade.

Em resumo, as Metodologias Ativas representam uma abordagem pedagégica
inovadora que coloca o aluno como protagonista de seu préprio aprendizado,

promovendo uma educagao mais significativa e transformadora (SANTOS, 2019).

2.1 INTRODUGAO AS METODOLOGIAS ATIVAS DE APRENDIZAGEM

O avanco tecnoldgico do seculo XX e XXl remodelou diversas praticas diarias,
incluindo o aprendizado. Com a crescente presenca de dispositivos eletrénicos e o
acesso a informacao cada vez mais amplo, os métodos tradicionais de ensino tém
se tornado menos prevalentes. Paralelamente, mudangas econdmicas, politicas e
sociais tém impactado significativamente a vida das pessoas, demandando uma
adaptacao no sistema educacional e no perfil dos professores. Entretanto, muitos
educadores ainda baseiam sua pratica em concepgdes pedagdgicas ultrapassadas,
sem considerar as experiéncias e saberes dos proprios alunos (LUCHESI, LARA e

SANTOS, 2022).
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Figura 3 — Principios das Metodologias Ativas de Aprendizagem.

- Provocar - Dasafiar
- Construir = Refletir
- Compresnder = Transformar
- Orlentar - Direcionar
- Postura ativa
ALUNO: - Autoaprendizagem
PROFESSOR: Centro do processo = Curiosidade
Mediador de ensino-aprendizagem - Pesquisa, reflexdo
Faciltadar - Tomada de decisoes
Atrador - Atitude critica
@ construtiva
AUTONOMIA - Prepara o aluna
para a atuagio
profissianal
INOVAGAO '
REFLEXAO
Qusadia
Tecnologias
- Articulacao com o contexto social
TRABALHO EM EQUIPE PROBLEMATIZACAO - Relacao teotia-prética
DA REALIDADE - Aproximagdo com a realidade
- Observar, carmparar inferic
Interagio constante
Discussao e trocas
Argumentacao e Reflexaa

Fonte: Guia pratico de introdug¢ao as metodologias ativas de aprendizagem (2022)

As Metodologias Ativas de Aprendizagem surgem como uma alternativa,
colocando o aluno no centro do processo educativo e valorizando suas experiéncias,
opinides e contribuicdes para a construcdo do conhecimento coletivo. Essas
metodologias envolvem diversas ferramentas, como discussdes de situaches-
problema, contextualizacao da realidade, uso de tecnologias e trabalho em equipe.
O papel do professor nesse contexto € o de facilitador, estimulando a reflexdo e a
autonomia dos alunos. Por sua vez, estes devem assumir uma postura ativa no
processo de aprendizagem, envolvendo-se em autoaprendizagem, pesquisa e
tomada de decisbes (LUCHESI, LARA e SANTOS, 2022). A abordagem ativa
também enfatiza a importéncia do trabalho em equipe, da interacéo entre os alunos
e do desenvolvimento da capacidade de argumentacdo. A inovacdo, especialmente
através do uso de tecnologias, desempenha um papel crucial nesse processo,
incentivando a experimentacdo e a criatividade para uma educacdo mais eficaz e
relevante para o mundo contemporaneo (LUCHESI, LARA e SANTOS, 2022).

2.2 METODOLOGIAS ATIVAS E O APRENDER COM TECNOLOGIAS: BREVE
HISTORICIDADE E PRINCIPIOS TEORICOS

Para compreender a aprendizagem com base em Metodologias Ativas e
Tecnologias da Informacao e Comunicacgéo (TIC), € essencial revisitar os principios
pedagogicos que as sustentam e entender como esses recursos podem contribuir

para uma educacao ativa e eficaz.z A busca por inovacao e melhoria na
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aprendizagem deve considerar a complexidade do ambiente educacional, evitando
abordagens isoladas de Metodologias Ativas e Tecnologias. Muitas vezes,
instituicbes adotam agdes pontuais, desvinculadas do curriculo e contexto
educacional, resultando em praticas pouco integradas. Para efetivamente qualificar a
aprendizagem, € necessario ir além de acbes isoladas, promovendo reflexdo
continua e colaborativa. O crescimento dos cursos presenciais e a distdncia no
Brasil destaca a necessidade de aproveitar os recursos digitais de forma mais eficaz,

buscando uma verdadeira literacia midiatica.

Bacich e Moran... Afirmam que as tecnologias digitais apresentam uma série
de questdes a serem consideradas, obstaculos, distorgbes e dependéncias
que devem ser integrados ao plano educacional voltado para uma
aprendizagem ativa e emancipadora. Por outro lado, é crucial reconhecer
qgue esses desafios ndo podem obscurecer o outro lado da moeda: e
irracional ignorar a realidade de um mundo interconectado ao educar. Nao
se deve promover uma educacdo que se restrinja a um estilo de vida
nostalgico, sustentavel e progressista baseado exclusivamente em
interacdes presenciais e atividades analégicas (que, é claro, também tem

sua importancia).

Assim, refletir sobre praticas educacionais contemporaneas envolve
considerar marcos historicos e bases tedricas da educacdo e aprendizagem.
Diversas correntes, como o behaviorismo, cognitivismo e construtivismo, moldaram
nossas concepcdes sobre ensino e aprendizagem ao longo do século XX.
Compreender essas abordagens pedagogicas possibilita escolhas conscientes na
formacao de alunos e professores, alem de orientar a selecao adequada de
metodologias e tecnologias para facilitar a aprendizagem. Recentes descobertas
sobre aprendizagem humana, incluindo neurociéncia e interacao social, ampliam
nossa compreensao sobre o processo de aprendizagem, fornecendo subsidios para
integrar Metodologias Ativas e Tecnologias de maneira eficaz na educagdo
contemporanea. O construtivismo e o interacionismo emergem como referenciais
para uma educacao transformadora e reflexiva, que considera a realidade dos
alunos e promove o pensamento critico (LUCHESI, LARA e SANTOS, 2022).
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2.3 AS TECNOLOGIAS DIGITAIS NAS PRATICAS PEDAGOGICAS

As mudancgas nos curriculos do ensino superior no Brasil tém promovido a
adocdo de projetos pedagdgicos inovadores, com énfase na participacdo ativa e
autonomia dos alunos, conforme as Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) de
2017. Desde a Declaracdo Mundial da UNESCO sobre Educacdo Superior no
Século XXI, evidencia-se a necessidade de integrar as tecnologias digitais nos
curriculos, além de reformular a formacao dos professores para acompanhar essas
inovacOes. Diante da influéncia das Tecnologias da Informacao e Comunicagéo
(TIC) sobre o desenvolvimento e disseminagdao do conhecimento, surgem
oportunidades para ampliar o acesso a educacgdo superior e revisar conteudos,
metodologias e a formacao docente. A literatura converge para a importancia de
investir na formagao dos professores para o uso pedagoégico efetivo das TIC. No
entanto, diversos desafios surgem na formacdo de professores para integrar as
tecnologias digitais no curriculo, incluindo falta de tempo, recursos insuficientes e
necessidade de apoio para uma integracdo pedagodgica adequada. Além disso,
fatores internos dos professores, como resisténcia a mudanca, influenciam sua
decisao de usar tecnologias em sala de aula (LUCHESI, LARA e SANTOS, 2022).

Apesar do reconhecimento da importdncia das TIC na educacdo, muitas
vezes sao subutilizadas devido a falta de compreensao de seu potencial pedagdgico.
Para superar esses desafios, é essencial transformar a visdo das tecnologias digitais
como meros suportes pedagogicos para reconhecé-las como ferramentas que
podem contribuir efetivamente para o desenvolvimento educacional dos alunos.
Nesse sentido, o desenvolvimento profissional dos docentes €& fundamental,
destacando-se o framework TPACK, que aborda os conhecimentos tecnolégicos,
pedagogicos e de conteludo necessarios para uma pratica pedagogica eficaz com
uso de tecnologias. Esse modelo enfatiza a integracao das tecnologias no processo
de ensino-aprendizagem, alinhando-se as perspectivas construtivistas e
sociointeracionistas da aprendizagem (LUCHESI, LARA e SANTOS, 2022).

De acordo com Lima e Araujo (2021), conclui-se que as Tecnologias da
Informagdo e Comunicagdo (TIC) tem desempenhado papel fundamental no
processo de ensino-aprendizagem, tanto para o professor quanto para o
aluno. O acesso a uma variedade de informacgdes oferecidas por meio das
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TIC torna a comunicacdo mais acessivel e amplia o alcance das
competéncias escolares.

2.4 APRENDIZAGEM BASEADA EM PROJETOS (ABP)

A Aprendizagem Baseada em Projetos (ABP) € uma metodologia em que os
alunos sao incentivados a elaborar projetos para resolver problemas especificos,
integrando diferentes conhecimentos e desenvolvendo habilidades como trabalho
em equipe, pensamento critico e protagonismo. Os projetos abordam questées
auténticas do mundo real e envolvem a producado de artefatos, com énfase na
investigacdo e na construgcdo de solugdes. A relacdo entre professores e alunos é
orientadora, permitindo que os alunos busquem conhecimentos e habilidades para
alcancar seus objetivos. A organizagcdo de uma atividade baseada em projetos
envolve a divisao em etapas e a consideracdo de elementos como um problema
desafiador, investigacdo sustentavel, critica e revisdo, voz e escolha dos alunos,
reflexdo, autenticidade e produto publico (LUCHESI, LARA e SANTOS, 2022). Na
avaliagao, sao comuns o uso de rubricas para fornecer feedback e a consideragao
de varias alternativas de avaliacdo, como autoavaliagdo, avaliacido de colegas e
reflexdes pessoais. A ABP tem potencial para desenvolver habilidades interpessoais,
de lideranca, de comunicacdo e motivacdo para aprender, além de promover uma
maior aproximagao com a realidade. No entanto, enfrenta desafios como a
possibilidade de desequilibrio entre projetos e outras atividades, bem como a
necessidade de direcionamento para evitar sobrecarga dos alunos e garantir que
todos aprendam igualmente (LUCHESI, LARA e SANTOS, 2022).
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3 METODOLOGIA

3.1 INTEGRANDO A METODOLOGIA ATIVA COM O ENSINO DE ANALISE
COMBINATORIA UTILIZANDO O SAGEMATH

Uma forma de fazer uma ponte entre a metodologia de Aprendizagem
Baseada em Projetos (ABP) (LUCHESI, LARA e SANTOS, 2022) e o ensino de
Analise Combinatédria utilizando o SageMath € integrar a tecnologia as etapas do
projeto, oferecendo aos alunos a oportunidade de aplicar os conceitos aprendidos de
forma pratica e interativa (MACHADO e NETO, 2021). Aqui esta uma proposta de

como fazer essa integracao:
3.1.1 Definicao do Problema Desafiador:

= Apresentar aos alunos um problema relacionado a Analise Combinatoria,
como por exemplo: "Quantas maneiras diferentes existem de escolher uma

equipe de cinco pessoas de um grupo de dez?";

= Incentivar os alunos a explorar diferentes abordagens para resolver o

problema e a considerar sua relevancia no contexto real;

3.1.2 Investigacao Sustentavel:

= Apresentar o SageMath como uma ferramenta para realizar calculos e

experimentos relacionados a Analise Combinatdria;

= Fornecer recursos e orientagdes sobre como usar o SageMath para explorar

conceitos como permutacdes, combinacdes e arranjos;

3.1.3 Critica e Revisao:

= Encorajar os alunos a revisarem e discutirem suas abordagens, comparando
resultados obtidos manualmente com aqueles calculados usando o
SageMath;
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= Fornecer feedback sobre a precisdo dos calculos e a compreensdo dos
conceitos subjacentes;
3.1.4 Voz e escolha do Aluno:
= Permitir que os alunos decidam como desejam abordar o problema e quais

meétodos do SageMath desejam utilizar;

= Incentivar a explorar diferentes fungdes e recursos disponiveis no SageMath

para resolver o problema de forma eficaz;

3.1.5 Reflexao:

= Sugerir aos alunos que reflitam sobre o processo de resolucao do problema,
identificando os desafios encontrados e as estratégias que funcionaram

melhor;

= Promover discussbes em sala de aula sobre as diferentes abordagens

utilizadas e as licdes aprendidas ao trabalhar com o SageMath;

3.1.6 Autenticidade:

= Relacionar o problema de Analise Combinatoria ao contexto da vida real,
destacando exemplos praticos de sua aplicacdo em areas como

probabilidade, estatistica e engenharia;

= Desafiar os alunos a encontrar situacoes do mundo real onde a Analise
Combinatdria é relevante e a aplicar seus conhecimentos usando o SageMath

para resolver problemas especificos;

3.1.7 Produto Publico:

= Solicitar aos alunos que apresentem seus resultados e solugdes, explicando

como usaram o SageMath para resolver o problema de Analise Combinatoria;
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= Promover a disseminacdo do conhecimento, incentivando os alunos a
compartilharem suas descobertas com a classe ou em outros contextos, como

apresentagcdes em feiras de ciéncias ou blogs educacionais.

Ao integrar o SageMath ao projeto de Aprendizagem Baseada em Projetos, os
alunos nao apenas desenvolvem suas habilidades de Analise Combinatoria, mas
tambem ganham experiéncia pratica no uso de ferramentas computacionais para
explorar e resolver problemas matematicos complexos. Isso proporciona uma
abordagem mais dinamica e envolvente para o ensino e aprendizagem de conceitos

matematicos avancados.
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4 SAGEMATH

4.1 CONHECENDO O SAGEMATH

O SageMath é um poderoso software que pode ser utilizado em variados
contextos da Matematica. Em seu modo mais simplista ele pode ser utilizado com a
funcdo de uma calculadora cientifica, podendo manipular todos os tipos de numeros,
sejam eles, inteiros, racionais, aproximacdes de numeros reais e complexos com
uma precisao arbitraria. Construido a partir de aproximadamente, 100 programas de
codigo aberto e livre, pode ser usado em variados contextos da matematica pura
e(ou) aplicada e em qualquer nivel. Podemos fazer aplicacdes nas areas de algebra
basica, calculo diferencial, teoria dos numeros, do elementar ao avancado,
criptografia, calculo numeérico, algebra comutativa, teoria dos grupos, combinatoria,
teoria dos grafos, algebra linear e muito mais. Sendo um recurso adaptavel tanto ao
ensino quanto a fazer pesquisas. E um software livre e gratuito com a linguagem
baseada em Python, sob a licenga GPL. Logo as literaturas de introdugcao ao Python

podem ajudar a aprender a implementar no SageMath (SAGE, 2021).

Ele pode ser obtido em https.//www.sagemath.org/, mais atualmente na

versao 10.3 juntamente com o seu manual de instrugdes. Seu desenvolvimento e
hospedagem se deu pela empresa independente SageMathinc originalmente
fundada por William Stein. Disponivel para os sistemas operacionais Linux, Windows
e MacO, para acessar o SageMath para manter o uso regular recomenda-se fazer o

download e instalagao através do site http://sagemath.org/. Mas como depende dos

requisitos da maquina para fazer sua instalacao temos algumas alternativas para
suprir o uso da linguagem. Uma das alternativas é acessar o SageMathCell que é
uma intefface da web que pode ser acessada atravées de

http://sagecell.sagemath.org/, ele nos permite o teste de comandos ndao sendo

possivel salvar nosso projeto.
Figura 4 — SageMathCell

(&) SageMath(ell

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Contudo, se quisermos armazenar na nuvem podemos recorrer ao CoCalc
que era anteriormente conhecido como  SageMathCloud acessando

http:/cocalc.com, este possibilita 0 acesso a ferramentas colaborativas e recursos

de gerenciamento.

4.2 PRIMEIROS PASSOS NO SAGEMATH

Usando o SageMath como uma calculadora podemos obter resultados

numericos utilizando os operadores aritmeticos.

#Quatro operacoes

a+b,a—b,a'b,ab

#Poténcia

a’boua“b

#Raiz quadrada
sqrt(a)

#Raiz enésima de a
a’(1/n)

Como entrada basica, usaremos numeros inteiros, strings representando
palavras que representaremos entre apéstrofos qualquer quantidade de caracteres.

Com estes objetos basicos poderemos fazer operacdes como:

In[]:3+4*5
Out[1]: 23

In[2]: (1 + 2%(3 + 5))*2
Out[2]: 34

In[3]: 20/6
out[3]: 10/3
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In[4]: 210
Out[4]: 1024

In[5]: 1024*(1/10)
Out[5]: 2

In[6]: 'Sage’ + " + 'Math'
Out[6]: 'SageMath’

Observacao: No calculo de 20/6 o resultado da divisdo apés a simplificagdo € o
numero racional 10/3 e ndo uma aproximacao como 3.33333. Podemos realizar

operacdes com inteiros utilizando os operadores aritméticos

#Divisdo inteira
allb

#Modulo ou resto de uma divisao

a%b

Validando com o SageMath o resultado do exemplo onde verificamos a
quantidade de numeros inteiros dentre 1 e 1000 inclusive que sdo divisiveis por 3 ou
por 7. Utilizamos o operador aritmético // para calcular o menor inteiro entre cada
divisdo realizada em seguida colocamos para avaliar através do botao Evaluate ou
pressionando (Shift)+(Enter). Considerando a utilidade das listas como contadores
simples ou iteradores para sequenciar agoes. Podemos construir de forma manual
agrupamentos para formar estes tipos de objetos, separando os elementos por
virgulas entre \\\)\,]. No SageMath o comando range(n) nos possibilita escrever
uma gama de maneiras abreviadas de listas basicas com numeros inteiros
consecutivos comecando em 0. O nome do comando é seguido por () e podemos
colocar um ou mais valores(pardmetros) separados por virgulas dentro. A sintaxe
embutida paraalistaé [0, 1, 2, ..., n — 1], uma vez que esse € um caso particular de

range(p, q), com p = 0. De forma geral, range(p,q) devolve [p,p+ 1,p+ 2, ..., g - 1].
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#Listas com o comando range

In[7]: range(5)
Out[7]: range(0, 5)

In[8]: range(3,5)
Out[8]: range(3,5)

Note que o comando range() declarado nao explicita por extenso as listas
definidas, "apenas armazena ndo explicitando a lista obtida”, para isto utilizamos o

comando list().

#Definimos a variavel lista1 atribuindo range(5)

In[9]: lista1 = range(5)
In[10]: list(lista1)
Out[10]: [0, 1, 2, 3, 4]

#Definimos a variavel lista2 atribuindo range(3,5)

In[11]: lista2 = range(3,5)
In[12]: list(lista2)
Out[12]: [3, 4]

Para concluirmos esse primeiro contato com a estrutura de dados lista,
veremos como a condicional if pode ser usada percorrendo a lista usando apenas
itens que satisfagam determinada condicdo, e o operador de repeticao for vai
executando um conjunto de comandos por um numero definido de vezes. Usaremos
nos exemplos o predicado is_even(n), que € verdade se um numero € par, e
is_even(n+1) que & verdade se um numero é impar. De fato, o predicado ou fungao
is_even(n) verifica se um numero n € par ou ndao. De modo geral, em programacao
ha uma estrutura bastante importante na construcdo de uma rotina de um codigo, a

este damos o nome de laco.
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#NUumeros pares menores que 20

In[13]: [n for n in range(20) if is_even(n)]
Out[13]: [0, 2, 4,6, 8, 10, 12, 14, 16, 18]

#Numeros impares menores que 20

In[14]: [n for n in range(20) if is_even(n+1)]
Out[14]:[1, 3, 5,7, 9, 11,13, 15, 17, 19]

In[15]: for i in range(5):
In[16]: print(i) "A funcdo print() imprime a mensagem na tela"
Out[16]: 0

1

2
3
4

Note que, a expressao [n for n in range(20) if is_even(n)] gera uma lista que
contém todos os numeros pares no intervalo de 0 a 19, isto €, [0, 2, 4, 6, 8, 10, 12,
14, 16, 18], assumindo que a funcdo is_even() esta corretamente definida e retorna
True para os numeros pares. Se nao estiver definida, o codigo retornara um erro.
Por outro lado, a expressao [n for n in range(20) if is_even(n+1)] gera uma lista que
contém todos os numeros impares no intervalo de 0 a 19, isto e, [1, 3, 5,7, 9, 11, 13,
15, 17, 19]. Com as listas definidas podemos utilizar alguns comandos do SageMath

para contar, ordenar e somar os elementos.
#Contando os elementos da listal com o comando len()

In[17]: len(lista1)
Out[17]: 5

#Ordenando elementos da lista [2,1,3,4] com o comando sorted()
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In[18]: lista3 = [2,1,3,4]
In[19]: sorted(lista3)
Out[19]: [1, 2, 3, 4]

#Somando os elementos da lista2 com o comando sumy()

In[20]: sum(lista2)
Out[20]: 7

#Somando os numeros impares menores que 10

In[21]: [n for n in range(10) if is_even(n+1)]
In[22]: sum(n for n in range(10) if is_even(n+1))
Out[22]: 25

Em geral, em logica de programacao, podemos utilizar simbolos para
fazermos atribuicbes e comparagdes. Para isto, utilizaremos os operadores
relacionais que servem para comparar dados em um programa. O SageMath utiliza
como operador de atribuicao o simbolo =e como operadores de comparagao os

simbolos ==, <= >= <ge >,

#Atribuicao

#Menor ou igual
<=

#Maior ou igual
==

#Menor

<

#Maior

>
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Os valores que sao comparados podem estar armazenados em variaveis e
podem ser valores numeéricos ou literais. Uma vez que sao operadores binarios

devolvem os valores logicos True (Verdadeiro) ou False (Falso).

#Atribuindo os valores as variaveisae b
In[23]:a=2;b=2

#Apos definir as variaveis comparamos os valoresdeaeb

In[24]: a ==
Qut[24]: True

In[25]:a <b
Out[25]: False

Para definirmos uma fungcao no SageMath usamos o comando def seguido de
dois pontos apés a lista de nomes das variaveis ou predicado definido. Apés definir
uma funcdo com uma variavel e atribuirmos numeros inteiros aos argumentos para
serem calculados, usaremos a instrugao return que tem a funcao de enviar valores
de volta para onde a funcao foi chamada. Isso permite distribuir o trabalho do
programa entre func¢des, simplificando o cédigo principal e facilitando a organizacao,
manutencao e reutilizacao do codigo. De fato, as fungdes podem processar os dados

e devolver valores, conhecidos como valores de retorno, (MATTHES, 2016).

#Definimos a funcao com o predicado is_even(n)
In[26]: def is_even(n):

#Calcula e retorna o valor que sera atribuido na entrada
In[26]: def is_even(n):
In[27]: returnn%2==0

#Atribuimos um valor de entrada

In[26]: def is_even(n):
In[27]: returnn % 2 ==
In[28]: is_even(2)

#0O SageMath julga se o valor de entrada deixa resto 0

In[26]: def is_even(n):
In[27]: returnn% 2==0
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In[28]: is_even(2)
Out[28]: True

Exemplo 1: Vamos verificar quais numeros dentre 5 e 29 inclusive sao
divisiveis por 3.

O comando range(5,n) com o valor de entrada n = 30, fornece a lista
[5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22 23,24,25,26,27,28,29]
de onde verificamos quais numeros desta lista sao divisiveis por 3.

Em seguida, veremos que o comando com sintaxe elemento.append()
permite anexar varios nds e strings na rotina do cddigo. O método append()
simplifica a criagao dinamica de listas. Por exemplo, com ele € possivel iniciar com
uma lista vazia e, em seguida, adicionar elementos a lista utilizando uma sequéncia
de instrucdes append(), (MATTHES, 2016).

Figura 5 — Script para verificar quais numeros de uma lista sao divisiveis por 3

Type some Sage code below and press Evaluate.

def is_even(n):
vl ¢
for i in range(5,n):
if i X 3 == @:
v.append(i)

return v
i 30
is_even(30)

Language: | Sage v
Evaluate —

Share |

[6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27]

Help | Powerad by SageMath

Fonte: Elaborado pelo autor.

No codigo acima, inicialmente definimos a funcdo is_even(n) no parametro n, isto é:
def is_even(n): #define a funcdo is_even com um parametro n.
v = []: #inicializa uma lista vazia chamada "v".

Esta lista sera usada para armazenar os numeros divisiveis por 3.
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O loop for i in range(5, n): #itera sobre os numeros de 5 até "n—1".

if i % 3 == 0: #verifica se o numero i é divisivel por 3 (ou seja, se o resto da divisao
de i por 3 € zero).

Se "I" for divisivel por 3, ele € adicionado a lista "v" usando v.append(i).
Finalmente, a lista "v" é retornada apés o loop. De onde, a instrugao:

return v: #apos o término do loop, retorna a lista v contendo todos os numeros entre
5 e “n—-1", que sdo divisiveis por 3.

is_even(30): #chama a funcdo is_even com n = 30, isso retornara todos os numeros
entre 5 e 30 que sao divisiveis por 3 e os armazenara em uma lista.

Observacao: A funcao is_even(30), esta passando o valor 30 como argumento para
o parametro n. Isso significa que o loop sera executado de 5 ate 29 (nao inclusivo),
assim, todos os numeros divisiveis por 3 nesse intervalo serdo adicionados a lista
"v". Em seguida, a funcao retornara a lista de numeros divisiveis por 3 entre 5 e 29.
(MATTHES, 2016).

Exemplo 2: O numero de anagramas da palavra ALAGOAS utilizando uma

rotina no SageMath.

Figura 6 — Script para verificar o nimero de anagramas com letras repetidas

Type some Sage code below and press Evaluate.

def permutations_com_repet(*lista):
pr = factorial(lista[@]) E
for i in lista[l:]:
pr = pr/factorial(i)
return pr
permutations_com_repet(7, 3)
Language: | Sage v
Evaluate
Share |

| 840 |

Help | Powered by SageMath

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Ja no cédigo deste exemplo, definimos a fungdo permutations_com_repet(*lista):,
isto é:

def permutations_com_repet(*lista): #define a funcao permutations_com_repet
com um argumento variavel *lista, o que significa que a fungao aceita um numero
variavel de argumentos.

pr = factorial(lista[0]) #calcula o fatorial do primeiro elemento da lista e atribui o
resultado a variavel pr.

foriin lista[1:]: #o loop for itera sobre os elementos da lista, comeg¢ando do segundo
elemento até o ultimo.

pr = prifactorial(i): #dentro do loop, a variavel pr & dividida pelo fatorial de cada
elemento da lista (i).

De fato, essa operacao é realizada para calcular o numero total de permutacées com
repeticao.

return pr #apos o loop, o valor final de pr, que representa o numero total de
permutacées com repeticao, € retornado como resultado da funcao.

permutations_com_repet(7,3): #esta linha chama a funcdao definida
permutations_com_repet com os argumentos 7 e 3, indicando que queremos
calcular o numero de permutacdes com repeticao de 7 elementos, onde 3 elementos
sao repetidos.

Para fecharmos essa secao vamos definir uma fungdo com uma variavel e
atribuiremos numeros inteiros aos argumentos para serem calculados, de onde

temos:

In[29]: def f(a,b):
In[30]: returna+b
In[31]: f(2,3)
Out[31]: 5

Também podemos definir uma funcao atribuindo aos seus argumentos listas,

de onde:

In[32]: def f(a,b):



In[33]: returna+b
In[34]: f([1,2,3],[4,5,6])
Out[34]: 1, 2, 3,4, 5, 6]

4.3 EXPLORANDO A ANALISE COMBINATORIA COM SAGEMATH: COMANDOS
E EXEMPLOS

Nesta secdo vamos lidar com comandos de combinatéria no SageMath,
conhecendo e implementando algumas sintaxes basicas para o manuseio, estudo,
enumerac¢ao e contagens a partir de conjuntos finitos. Contudo, os principios de
combinatoria abrangem uma area de estudo muito maior: ordens parciais, teoria das
representacées, etc. Sendo a combinatéria uma area onde o SageMath tem
bastantes funcionalidades vamos a seguir conhecer e aplicar algumas de suas
sintaxes. Dentre os métodos de contagens no SageMath, veremos inicialmente
como podemos implementar o principio aditivo, o principio multiplicativo e o principio
da subtracao ou complementar entre conjuntos. Assim, estando definidas duas
listas, A e B, e assumindo que n3o possui elementos em comum, vamos criar novas

listas conforme cada operacao estabelecida.

#Definimos as listas Ae B

In[49]: A= [1,2]
In[50]: B = [a','b',c]

#0O principio aditivo

In[51]: def adic(A,B):
In[52): ad=A+B
In[53]: return ad
In[54]: adic(A,B)
Out[54]: [1, 2, 'a", 'b', 'c]

#0O principio multiplicativo
In[55]: def prod(A,B):
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In[56]: mu = [(x, y) for xin A for y in B]

In[57]: return mu

In[58]: prod(A,B)

Out[58]: [(1, 'a"), (1, 'b"), (1, 'c"), (2, 'a"), (2, 'b"), (2, c")]

In[59]: prod(B,A)
out[59]: [(a', 1), (&', 2), (b, 1), (b, 2), (', 1), (', 2)]

#Em geral observa-se que

In[60]: prod(A,B) == prod(B,A)
Out[60]: False

#Mas possuem cardinalidade igual

In[61]: len(prod(A,B)) == len(prod(B,A))
Out[61]: True

Observacdao: Ambos os produtos cartesianos tém 6 elementos, portanto:
len(prod(A, B)) é igual a len(prod(B, A)). Isso & valido independentemente dos
conjuntos A e B que vocé escolher. E ainda, observa-se que a funcao len() retorna o
numero de elementos em um objeto. Nesse contexto, a afirmacao implica que a
ordem da multiplicacdo nao afeta o numero de elementos no produto de dois
conjuntos. De fato, isso € verdadeiro. Posteriormente veremos esse retorno de uma

maneira quantitativa atraves da funcao len().

#0O principio da subtracao

In[62]: U = [n for n in range(20) if is_even(n)]
In[63]: A=[6,9,12,15,18]

In[64]: def complementar(U,A):
In[65]: c=[xforxinUifnotxinA]

In[66]: returnc
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In[67]: complementar(U,A)
Out[67]: [0, 2, 4, 8, 10, 14, 16]

Observacao: Caso tenhamos listas muito grandes, € mais eficiente transformar as

listas em conjuntos usando a sintaxe list(set(A).difference(set(B))).

In[68]: list(set(A).difference(set(B))).
Out[68]: [1, 2]

Definindo duas listas A e B, vamos criar uma rotina implementando o principio
da inclusdo e exclusdo no SageMath que retorne uma lista com os elementos que

estdo em A ou B.

#0O principio da inclusao e exclusao

In[69]: A=1[1,2,3,4,5,6,7]
In[70]: B = [3,4,5,6]

In[71]: def in_ex(A,B):

In[72]: ie=A

In[73]: foryinB:

In[74]: if notyinie:
In[75]: ie.append(y)

In[76]: returnie
In[77]: in_ex(A,B)
Out[77]: [1, 2, 3,4, 5, 6, 7]

#Calculando a quantidade de elementos da lista formada

In[78]: len(in_ex(A,B))
out[78]: 7
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Para finalizar esta se¢gdo vamos apresentar resumidamente alguns comandos
uteis no SageMath utilizados para auxiliar na resolugdo computacional de problemas

em Analise Combinatoria.

#Comando factorial()

In[79]: f(n) = factorial(n)
In[80]: f(3)
Out[80]: 6

#A Permutacao de uma lista - comando Permutations()
In[81]: A=[1, 2, 3, 4]

In[82]: Permutations(A)

Out[82]: Standard permutations of 4

#Usamos a sintaxe Permutations().list() para listar

#Também podemos usar a sintaxe list(Permutations())

In[83]: Permutations(A).list()

Out[83]: [[1, 2, 3, 4],
1,2,4,3],
1,3, 2,4],
[1,3,4,2],
1, 4,2, 3],
1, 4,3, 2],
2,1, 3, 4],
2,1, 4,3],
[2,3,1,4],
[2, 3,4, 1],
2,4,1,3],
[2, 4, 3, 1],
[3,1,2,4],
[3,1,4,2],



[3,2,1,4],
[3,2,4,1],
[3,4,1,2],
[3, 4,2, 1],
4,1, 2,3],
4,1, 3, 2],
4,2,1,3],
4, 2, 3, 1],
4,3,1,2],
4, 3, 2, 1]]

#0O numero de permutagoes de A =[1, 2, 3, 4]

In[84]: len(Permutations(A))
Out[84]: 24

#Podemos utilizar a sintaxe Permutations(n).cardinality()

In[85]: Permutations(A).cardinality()
Out[85]: 24

#Podemos definir n e listar as permutacoes

In[86]: n = 3;

In[87}: Permutations(n).list()

Out[87]:[[1, 2, 3], [1, 3, 2], [2, 1, 3], [2, 3, 1], [3, 1, 2], [3, 2, 1]]

#Comando Combinations()

In[88]: Combinations([1, 2, 3, 4, 5], 4).list()
out[88]: [[1, 2, 3, 4], [1, 2, 3, 5], [1, 2, 4, 5], [1, 3, 4, 51, [2, 3, 4, 5]]

#Calculando o numero de combinacoes
In[89]: len(Combinations([1, 2, 3, 4, 5], 4).list())

38
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Out[89]: 5

#Uma sintaxe mais simples/niumero de combinagoes e listar

In[90]: Combinations(5,4).cardinality()
Out[90]: 5

In[91]: Combinations(5,4).list()
Out[91]:[[0, 1, 2, 3], [0, 1, 2, 4], [0, 1, 3,4], [0, 2, 3, 4], [1, 2, 3, 4]]

Podemos observar a medida que vamos concatenando alguns comandos a
sintaxe costuma ficar uma pouco mais extensa. No exemplo fizemos a combinacdo
de 5 elementos da lista tomados 4 a 4. Assim, podemos calcular o numero de

combinacdes destes objetos através de mais um comando interno no SageMath.

#Comando binomial()

In[92]: binomial(5,4)
Out[92]: 5

#Podemos utilizar a sintaxe concatenada

In[93]: binomial(len([1, 2, 3, 4, 5]),4)

#Outra forma de definir o binomial

In[94]: C(n,p) = binomial(n,p)

In[935]: C(5,4)*C(7,4)

Out[95]: 175

Exemplo 3: Verificando computacionalmente o exemplo do numero de

anagramas que sao formados por duas vogais e trés consoantes escolhidas

dentre dezoito consoantes e cinco vogais.
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Figura 7 — Utilizando os comandos binomial() e factorial()

Type some Sage code below and press Evaluate.

1 C{n,p) = binomial(n,p) E

€(5,2)*C(15,3)*factorial(s)

Language: | Sage v

Evaluate

| Share |

I 979208 |

Help | Powered by SageMath

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 SUGESTAO DE SEQUENCIA DIDATICA

5.1 INTRODUGAO A ANALISE COMBINATORIA UTILIZANDO METODOLOGIAS
ATIVAS E SAGEMATH

Objetivo: Introduzir os conceitos basicos de Analise Combinatéria de forma
dindmica e interativa, utilizando Metodologias Ativas de investigacdo e o software

SageMath com scripts previamente definidos.

Componente curricular: Matematica - Ensino Médio.
Competéncias e Habilidades a serem desenvolvidas:

(C3): Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solucdes propostas,

de modo a construir argumentagao consistente.

(C4): Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.),

na busca de solugdo e comunicacgao de resultados de problemas.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo
agrupamentos ordenaveis ou ndo de elementos, por meio dos principios
multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de

arvore.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na

implementacdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.
Objeto de conhecimento: Analise Combinatdria.
Metodologia: O ensino sera baseado na Metodologia Ativa, Aprendizagem Baseada

em Projetos(ABP) por meio de investigagao, onde os alunos serdo incentivados a

explorar conceitos por meio da resolugao de problemas e validacao das respostas.
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Eles serdo incentivados a trabalhar em grupos e utilizar o SageMath para validar os

resultados obtidos e discutir outras solugdes.

Duracao:

= 4 aulas de 50 minutos cada.

Recursos:

= Computadores com acesso a internet e SageMath instalado ou a utilizacido da
web pagina SageMathCell;

= Material impresso com exercicios praticos;

= Quadro branco e marcadores;

= Projetor.
AULA 1: INTRODUGAO AOS CONCEITOS BASICOS

Atividade Inicial

= Apresentar um problema pratico que envolva contagem, como "quantas
formas diferentes ha de distribuir 5 cartas para 3 pessoas?”;
= Sugerir aos alunos que discutam em grupos pequenos, possiveis estratégias

para resolver o problema;
Discussao em Grupo:
= Os grupos compartiham suas estratégias e discutem as diferentes
abordagens;

= Destacar a importdncia da Analise Combinatéria para resolver problemas

desse tipo;

Apresentacao Teorica:

= |ntroduzir os conceitos basicos de Analise Combinatéria, como fatorial,

arranjo, permutacao e combinagao;
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= Utilizar exemplos simples para ilustrar cada conceito;

Atividade Pratica

= Distribuir exercicios impressos que envolvam calculos simples de fatorial,
arranjo, permutagao e combinacao;

= Os alunos podem resolver os exercicios individualmente ou em duplas.

AULA 2: EXPLORAGAO PRATICA COM SAGEMATH

Revisao dos Conceitos Basicos

= Realizar uma breve revisao dos conceitos apresentados na aula anterior;

= Apresentar o SageMath;

= Demonstrar aos alunos como utilizar o SageMath para realizar calculos
relacionados a Analise Combinatoria;

= Mostrar exemplos de scripts previamente definidos para calcular fatoriais,

arranjos, permutacoes e combinagoes;

Atividade Pratica com SageMath;

= Dividir grupos com os alunos e fornecer problemas praticos que envolvam
Analise Combinatoria;
= Os grupos devem utilizar o SageMath para resolver os problemas, aplicando

os conceitos aprendidos.

AULA 3: INVESTIGACAO E APLICACAO DE METODOS

Atividade de Investigacao

= Apresentar problemas desafiadores que exigem a aplicagcdo de diferentes
métodos de Analise Combinatoria;
= Os alunos trabalham em grupos para investigar e encontrar solucgdes,

utilizando tanto métodos tradicionais quanto o SageMath;



Discussao em Grupo

= Os grupos compartilham suas abordagens e solugoes;

= Estimular a reflexdo sobre a eficacia de cada método utilizado.

AULA 4: CONSOLIDAGAO E APLICAGAO DOS CONCEITOS

Revisao dos Conceitos

= Fazer uma revisdo rapida dos conceitos e métodos aprendidos até o

momento;

Atividade Pratica

= Distribuir problemas mais complexos que envolvam uma combinacdo de
diferentes técnicas de Analise Combinatoria;
= Os alunos resolvem os problemas individualmente ou em grupos, utilizando

tanto métodos tradicionais quanto o SageMath;

Discussao e Reflexao

= Promover uma discussdo em sala de aula sobre as diferentes abordagens
utilizadas para resolver os problemas;
= Pedir aos alunos que reflitam sobre a aplicabilidade da Analise Combinatéria

em situacoes do cotidiano;

Avaliacao:
= Observacao da participacao dos alunos durante as atividades;
= Avaliagao dos exercicios praticos e problemas propostos;
= Verificacdo da compreensao dos conceitos por meio de discussdes em sala

de aula e resolucao de problemas.
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, exploramos o desenvolvimento historico do estudo
de problemas de combinatéria, desde os primdrdios com Abraham De Moivre até
sua aplicagao contemporanea em contextos educacionais. Alem disso, destacamos
a importancia das Metodologias Ativas de Aprendizagem na promoc¢do de uma
educacao mais engajadora e significativa. Ao colocar os alunos no centro do
processo educativo, essas abordagens incentivam a participacdo ativa, a
colaboracao e o desenvolvimento de habilidades essenciais para o século XXI. A
integracdo do SageMath como ferramenta computacional para explorar e resolver
problemas de Analise Combinatdéria representa um passo importante na
modernizacao do ensino de Matematica. Ao permitir que os alunos experimentem
conceitos de forma pratica e interativa, o SageMath amplia as possibilidades de
aprendizagem e promove uma compreensao mais profunda dos topicos abordados.
Por fim, acreditamos que este trabalho contribui ndo apenas para o avanco do
conhecimento em Analise Combinatoria, mas também para a promocao de praticas
educacionais inovadoras e eficazes. Esperamos que as reflexdes e propostas
apresentadas aqui possam inspirar futuras pesquisas e iniciativas no campo da

Educacdo Matematica.
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