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Resumo

Os quatérnions de rotacao sao uma ferramenta matemética utilizada para representar
rotacoes em trés dimensoes, que podem ser comparados com os niimeros complexos, mas
com uma dimensao extra. Eles possuem propriedades tteis como a capacidade de des-
crever rotagoes em torno de qualquer eixo e a habilidade de combinar rotacoes usando
multiplicagao. Por isso, sao amplamente utilizados em aplicagoes como jogos de compu-
tador, animagao e robotica. Neste trabalho, sera apresentado uma introdugao sobre os
quatérnions de rotacao, como eles sao similares aos niimeros complexos e como eles podem
ser utilizados em calculos de rotacao.

Palavras-chave: Quatérnions. Rotagao. Numeros complexos. Aplicagoes.



Abstract

Rotation quaternions are a mathematical tool used to represent 3D rotations and can
be compared to complex numbers, but with an extra dimension. They possess useful
properties such as the ability to describe rotations around any axis and the ability to
combine rotations using multiplication. Therefore, they are widely used in applications
such as computer games, animation, and robotics. In this work, we will provide an
introduction to rotation quaternions, how they are similar to complex numbers, and how
they can be used in rotation calculations.

Keywords: Quaternions. Rotation. Complex numbers. Applications.
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1 Metodologia

Trata-se de uma pesquisa com a natureza aplicada, tendo em vista que busca con-
tribuigoes na ciéncia com aplicacao pratica. Além disso, se trata de uma abordagem
qualitativa, bem como seus objetivos sao exploratorios, porque busca um estudo aprofun-
dado do problema e construcoes de hipoéteses. Quanto ao procedimento técnico tem-se
uma pesquisa bibliografica elaborada através de materiais ja desenvolvidos por outros

autores.

No processo de levantamento bibliografico foram realizadas buscas nos sites Google
Académico e SciELO utilizando, a principio, as seguintes combinacoes palavras chaves
“Quatérnios” and “rotagoes”, o resultado foi insatisfatério por possuir uma variedade muito
grande artigos, entdo em seguida acrescentamos mais algumas descri¢oes (“Quatérnios” or
“Quaternions”) and ‘“rotagoes” and “aplica¢oes” e deste modo, foi possivel restringir bem
os dados e obter resultados que se encaixavam na procura. Logo em seguida iremos ler os
resumos dos artigos e selecionar os que se encaixarem melhor no objetivo da pesquisa, apos
essa etapa de selecao sera feito a leitura completa dos artigos para que posteriormente seja
feita a escrita dos resultados encontrados. Apesar de termos encontrado bons materiais
nacionais, eles nao eram completos e nao apresentavam as aplicagoes que buscavamos, isso
nos levou a procurar na lingua inglesa, além de verificar a referéncia usada pelos autores
em seus trabalhos, consequentemente, conseguimos um livro completo para finalizar a

pesquisa.

De forma analoga, para fundamentar a histéria e evolugao dos Quatérnios, foi realizada
uma nova pesquisa bibliografica utilizando os mesmo sites com as seguintes combinagoes
de palavras “historia” and (“Quatérnios” or “Quaternions”), através disso alguns resultados
foram obtidos e ao escolher alguns artigos que atendiam as necessidades da pesquisa. Além
disso, as referéncias dos artigos escolhidos foram levadas em consideragao, de modo que
escolhemos os livros que eram comuns a maioria delas, assim esses livros se tornaram a

nossa principal referéncia da pesquisa.



2 Introducao

A rotagao é uma das transformagoes geométricas mais comuns e importantes em di-
versos campos da ciéncia e da engenharia, desde a animacao de personagens em jogos
e filmes até a orientagao de satélites em orbita. Um dos principais conceitos matemati-
cos por tras da rotagao é o uso de quatérnions de rotacao, uma extensao dos nimeros
complexos que permite a representacao de rotacoes tridimensionais de maneira mais efi-
ciente e elegante. Sendo assim, primeiramente se faz necessario contextualizar a histéria
dos ntimeros complexos, um vez que eles foram os responsaveis por originar esse novo

conjunto.

No principio, equacoes que apresentassem o conjunto solucao contendo raizes negati-
vas eram simplesmente descartadas e consideradas impossiveis. Durante um longo tempo
esse problema foi deixado de lado pelos estudiosos da matemética, visto que naquele pe-
riodo uma raiz negativa como solugao nao fazia sentido algum. Apenas quando alguns
matemaéticos tentaram solucionar equacgoes de terceiro grau que a ideia dos niimeros com-
plexos ganhou notoriedade na matemética. Diante do estudo de radicais negativos ficou
claro que o conjunto dos niimeros reais era insuficiente para solucionar algumas equacoes

algébricas, era necessario um novo conjunto para suprir as limitagoes dos ntimeros reais.

O estudo dos numeros imaginarios sempre foi tratado com preconceito, bem como
questionado sobre sua possivel existéncia, tendo em vista que quando um problema apre-
sentava um radical negativo ja era o suficiente para ser considerado insoluvel, sem ter
muita importancia. Essa era a forma a qual os nimeros imaginérios eram tratados. No
século XII, Bhaskara afirmou que nao hé raiz quadrada de um nimero negativo, pois ele
nao é um quadrado, o que mostra estudos realizados por Bhaskara em seu tempo. Além
da critica feita por Bhaskara, muitos outros matematicos continuavam a rejeitar a ideia,
como por exemplo Nicolas Chuquet fez uma observacao anéloga sobre a impossibilidade

da existéncia de tais numeros.

Scipione Del Ferro foi o primeiro a resolver a equagao do 3° grau por volta de 1526,
mas nunca publicou nada. Ele comunicou a sua solu¢ao apenas a Annibale Della Nave

e Antonio Fior seu grande amigo. Alguns anos mais tarde, Nicolo Fontana de Brescia,
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também conhecido como Tartaglia, anuncia ter descoberto uma solugao algébrica para
equacoes cibicas do tipo ® — pz® = n. Apos esse acontecimento, Fiore decide desafia-lo
para um duelo matematico que consistia em resolver problemas propostos entre os dois.
Naquela época, era comum os mateméticos promoverem desafios entre si, pois quando
venciam ganhavam fama. Porém, Tartaglia desconfiava que Fiore possuia alguma solugao
de equacoes do 3° grau, visto que sua lista continha problemas dessa natureza. No fim
dessa batalha quem saiu vitorioso foi Tartaglia que acabou vencendo por seu grande

talento e esforco.

Logo em seguida a histéria dos imaginarios teve continuidade com um brilhante ma-
temético daquela época, Girolamo Cardano, que a principio nao demonstrava muito inte-
resse por equagoes cubicas, porque ele acreditava na declaragao feita por Luca Pacioli que
“Nao existe uma solugao geral para equacgoes cubicas”, até que ele recebeu a noticia da
existéncia de um matemético que possuia uma regra para soluciona-las. Esse matematico
era Tartaglia e com o intuito de acrescentar esse conhecimento no livro em que estava
escrevendo, Cardano pede que revele seu método, no entanto, esse era um segredo que
ele nao queria revelar. Tartaglia pretendia publicar a solu¢ao em um futuro livro. Insa-
tisfeito por Tartaglia recusar seu pedido, Cardano o acusa de mesquinho e desinteressado
pela evolugao da humanidade, isso ocasionou um desentendimento entre eles. Apos algum
tempo Cardano propoe um acordo a Tartaglia para que revelasse o método de solucionar
equacoes cubicas com a condi¢ao de que Cardano nunca divulgasse a regra. Diante dessa
proposta, Tartaglia com o desejo de obter mais notoriedade e beneficios, aceita o acordo
e revela sua formula. Para a sua infelicidade, o contrato nao é honrado e o segredo das
equagoes cuibicas é revelado na obra de Cardano, bem como é acrescentada a prova, pois
Tartaglia criou a férmula, mas nao a demonstrou. Cardano coloca essa descoberta em seu

livro “Ars Magna”, que posteriormente foi estudado por Bombelli.

Apesar destes tragos pessoais nada dignificantes, Cardano legou & pos-
teridade um livro que, & época, era sem davida o maior compéndio
algébrico existente: a ARTIS MAGNAE SIVE DE REGULIS ALGE-
BRAICIS, mais conhecida por Ars Magna, publicada em Nurenberg, na
Alemanha, em 1545. O nome de Cardano também chegou até nés na ex-
pressao “eixo cardan”, utilizado nos automéveis, embora a invengao nao
tenha sido dele. (GARBI, 2010, p. 34).

Diante da revelagao do método de como resolver equacoes ctibicas, muitos matema-
ticos passaram a usar esse método, consequentemente, o problema das raizes negativas
voltava a aparecer, assim os nimeros imaginarios ganharam destaque em seu estudo por

varios matematicos daquele tempo. Rafael Bombelli escreveu um livro onde fala sobre a
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expressao sofisticada de Cardano, diante desse problema ele decide estudar a fundo essa
expressio e considera a possibilidade da existéncia da expressio na forma a ++v/—b. Além
disso, enuncia a regra do produto, bem como afirma ter encontrado uma espécie de raiz
cubica diferente das outras. Ele foi o primeiro a inventar regras para trabalhar com esses
numeros. Infelizmente, Bombelli nao possuia uma boa notagao para apresentar suas equa-
goes, ele utilizava p (plus) para indicar a soma e m (minus) para representar a subtragao.
A partir do progresso feito por Bombelli, muitos matematicos comegaram a utilizar sua
ideia para resolver equagoes do terceiro grau, no entanto, os nimeros complexos ainda

nao eram aceitos por todos os matemaéticos.

René Descartes, matemaético e filosofo que viveu por volta de (1596-1650), contribuiu
na matematica com brilhantes ideias, e uma delas foi associar algebra e geometria. Pres-
sionado por seus amigos para que divulgasse suas ideias, ele acaba publicando o tratado
“Le Discours de la méthode” onde associa os niimeros imaginarios como uma impossibili-
dade geométrica, podendo ser visto na construgao geométrica. Descartes foi o responsavel
por criar o termo Numeros Imaginarios, sendo assim chamados pelos matematicos por um
longo tempo. Segundo Milies s.d., John Wallis foi um famoso matematico inglés que ques-
tionou a existéncia dos numeros imaginarios. Tendo em vista a seguinte indagagao: como
é possivel um numero negativo multiplicado por si mesmo resultar em outro negativo.
Essa situagao parece ser impossivel, é admitida nas operagoes de ntimeros complexos,
porém quando se trata dos niimeros reais ela nao é valida. Apesar de sua critica, Wallis

foi o primeiro a tentar legitimar os complexos através de uma “interpretagao grafica”.

Abraham de Moivre foi um grande matematico francés o qual ficou conhecido apos
desenvolver uma férmula que ganhou o seu proprio nome, o Teorema de Moivre, em
que relaciona nimeros complexos a trigonometria. Deste modo, podemos destacar a sua
grande contribui¢ao através da criagao da férmula da poténcia para ntiimeros complexos,
bem como a férmula para determinar as suas raizes sendo amplamente conhecidas como

a primeira e a segunda férmula de Moivre respectivamente.

O famoso matemético Leonhard Euler também contribuiu significativamente no es-
tudo dos nimeros complexos, sendo ele responsavel por criar a representacao v —1 = 1,
definiu as operagoes de adi¢cao e multiplicacao, bem como mostrou que os complexos goza-
vam de todas as propriedades de um corpo. Euler também foi responsavel por relacionar
os nimeros complexos a trigonometria de modo que pudessem ser escritos de outra forma,
sendo conhecida como forma polar dos nimeros complexos. Além de outras ideias que s6

foram aceitas, posteriormente, quando Gauss deu prosseguimento a esses estudos.
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Finalmente, quando Carl Friedrich Gauss (1777-1855) mostrou suas contribuigdes
que de fato o conjunto dos Numeros Complexos foi aceito, além de ganhar destaque
na matematica. Segundo Garbi (2011), Gauss apresentou a demonstra¢ao do que ficou
conhecido como o Teorema Fundamental da Algebra como sua tese de doutorado no ano de
1798. Esse teorema diz que “toda equagao polinomial de coeficientes reais ou complexos
tem, no campo complexo, pelo menos uma raiz’. Vale ressaltar que ele também foi
responsavel por nomear o conjunto de Nimeros Complexos, sendo aqueles que a principio

eram chamados pejorativamente de Nimeros Imaginarios.

A partir da realizacao de estudos mais aprofundados sobre ntmeros complexos, os
matemaéaticos notaram uma propriedade muito importante. Multiplicacoes sucessivas da
unidade imaginéria ¢ por si mesma causou um resultado curioso. Deste modo, uma sequén-
cia é formada a partir do produto de i por 1, isto é, {1,i,—1,—i,1,4,—1,...} e quando
interpretada no plano complexo teriamos pontos distribuidos de modo que formassem
um circulo de raio unitario, ou seja, cada multiplicacao de um nimero complexo pela
unidade ¢ correspondia a uma rotagao de 90° no plano. Esse resultado despertou o inte-
resse de muitos matematicos no estudo de niimeros complexos, sendo um deles o brilhante

matematico irlandés, William Rowan Hamilton.

Hamilton pensou na possibilidade de expandir os niimeros complexos para o espago,
tendo em vista a importante propriedade proveniente dos niimeros complexos, pois o seu
objetivo era utilizar a mesma propriedade no espaco. Nesse sentido, Hamilton foi em
busca da construgao dos quatérnions que sao conhecidos por esse nome atualmente, bem
como € o conjunto representado pela letra H. No entanto, a construcao dos quatérnions
nao foi imediata, Hamilton dedicou muitos anos de sua vida elaborando essa teoria. A
sua primeira ideia foi acrescentar uma segunda unidade imaginéria denotada por j, tal
que j2 = —1, sendo j # 4, semelhante a unidade 4. Isso originou os chamados tripletos
representados por a + bi + ¢j, embora tenha se empenhado por muitos anos trabalhando
com os tripletos sobre a sua construcao e interpretagao geométrica, ele nao teve sucesso,
entdo abandonou essa ideia. Apoés alguns anos quando Hamilton caminhava com sua
esposa sobre uma ponte em Dublin, Hamilton teve a ideia que permitiu a construcao dos
quatérnions, em vez de utilizar um niimero com trés coordenadas eles decidiu adicionar
mais uma unidade imaginaria chamada de k, consequentemente, temos um nimero de
quatro dimensoes. Hamilton passou o resto de sua vida estudando quatérnions e buscando

aplicagoes para eles.

De fato, Hamilton estava certo, é possivel utilizar quatérnions para rotacionar pontos
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ou vetores no espago por meio dos quatérnions de rotacao. Neste trabalho, vamos cons-
truir os quatérnions e por fim utilizar a sua poderosa aplicagao para mostrar como girar
pontos ao redor de um eixo arbitrario. Vale destacar que os quatérnions possuem grandes
aplicacoes em muitas areas, como na computagao grafica no desenvolvimento de jogos,

aviao, roboética, medicina etc.
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3 Numeros Complexos

3.1 A necessidade de Niimeros Complexos

Para qualquer nimero real = € R, é sempre verdade que 22 > 0. Assim, solucdes
para equacoes como z? = —1 nunca sdo possiveis quando se consideram apenas nimeros
reais. Pode parecer que nao é grande coisa, até percebermos que isso nos proibe de
encontrar raizes para um polinémio tao simples como x4+ 1. Como raizes de polinémios
sao cruciais em varios campos da Matemaética, os matematicos desejaram expandir sua
nocao de um nimero para incluir solucdes para z°> + 1 = 0. Ao fazer isso, os ntimeros
complexos foram criados e a Matemética como a conhecemos nunca mais foi a mesma.
Sabemos que as duas raizes da equacio quadratica ax® + bz + ¢ = 0 sdo

B —b+ Vb? — 4dac

2a

T

e resolver equagoes quadraticas é algo que os matematicos sao capazes de fazer desde
a época dos babilénios. Quando b* — 4ac > 0, essas duas raizes sdo reais e distintas;

graficamente, elas estdao onde a curva y = az? + bz + ¢ corta o eixo .

Figura 1: Raizes reais e distintas.

Y,

Fonte: Elaborado pelo autor.

Quando b? —4ac = 0, entdo temos uma raiz real e aqui a curva toca o eixo = apenas

uma vez.
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Figura 2: Raizes reais e iguais.

Y,

Fonte: Elaborado pelo autor.

Mas o que acontece quando b* — 4ac < 07 Entdo, ndo ha solucdes reais para a
equacdo como nenhum quadrado real para dar o b* — 4ac negativo. Do ponto de vista

grafico, a curva y = az’® + bx + ¢ encontra-se inteiramente acima ou abaixo do eixo .

Figura 3: Raizes complexas.

Y,

y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos perceber que os matematicos se sentem confortaveis com essas raizes
quando b? — 4ac < 0. Durante a Renascenca, esse tipo de funcdo quadratica teria sido
considerada insoluvel ou suas raizes seriam chamadas de imaginérias (o termo “imagi-
nario” foi usado pela primeira vez pelo matematico francés René Descartes (1596-1650).
Embora seja mais conhecido como um filésofo, Descartes fez muitas contribui¢oes impor-
tantes para a matematica e ajudou a fundar a geometria coordenada - dai a nomenclatura
coordenadas cartesianas). Se imaginarmos que v—1 existe, e que ele se comporta (adici-
ona e multiplica) da mesma forma que outros niumeros, entao as duas raizes do quadratico

podem ser escritas na forma

z=A+Bv-1
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onde
b Vvdac - b2 )
A= ~5 e B= —5 Sa0 numeros reais.
a a

Mas que significado essas raizes podem ter? Foi esse ponto filoséfico que preocupou
os matematicos até o inicio do século XIX, quando esses nimeros “imaginarios” comegaram
a se provar tao uteis (especialmente na obra de Cauchy e Gauss) que essencialmente as

preocupagoes filosoficas simplesmente foram esquecidas.

Notacgao 1. De agora em diante, escreveremost para v/ —1. Essa € a notacao padrao entre
0s matemdticos, embora muitos livros, particularmente aqueles escritos para engenheiros

e fisicos, usem j em vez disso.

Observagao 3.1. Essa notagao foi introduzida pela primeira vez pelo matemdtico suico
Leonhard Euler (1707-1783). Muito de nossa notagdo moderna se deve a ele, incluindo e
e m. Fuler foi um gigante na matemdtica do século XVIII e o matemadtico mais prolifico
de todos os tempos. Suas contribui¢oes mais importantes foram na andlise (por exemplo,
em séries infinitas, cdlculo de variagoes). O estudo da topologia remonta provavelmente

a sua solugao do problema da ponte de Konigsberg.

3.1.1 Construindo niimeros complexos

Como ndo existe solucio real para a equacio 2 + 1 = 0, os matematicos simples-
mente criaram um objeto que tinha essa propriedade e o chamaram de ntimero imaginario
i. Assim, 4 é um ntmero nao real tal que i* = —1. Para tornar i relevante para o conjunto
existente de ntimeros reais R, os mateméaticos precisavam colocar este ¢ em um conjunto
que parecia ser maior que o proprio R, mas ainda seguia muitas das mesmas regras al-
gébricas de R. Anteriormente, os conjuntos numéricos que os matemaéticos consideravam
eram apenas o conjunto dos niimeros naturais. Para que a operacao de subtracao fizesse
sentido, estenderam e obtiveram o conjunto dos niimeros inteiros. Para que a operacao
de divisao também fizesse sentido, estenderam e obtiveram o conjunto dos nimeros raci-
onais. Nesse conjunto a equacdo x> = 2, por exemplo, nao fazia sentido, pois as solucdes
z=1+2ex=—v2nao pertencem ao conjunto Q, entao criaram o conjunto dos niimeros
irracionais, indicados por I. Finalmente, da uniao dos racionais com os irracionais, surgiu
o conjunto dos niimeros reais:

R=QUL

Desse modo, podemos representar as relagoes

NCZcCcQCR e ITCR
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no seguinte diagrama de Venn.

Figura 4: Diagrama de Venn representando o conjunto dos niimeros reais.
Q
20

Fonte: Elaborado pelo autor.

Mas como explicado anteriormente, foi preciso novamente estender o conjunto dos
nimeros reais para obter um novo conjunto chamado conjunto dos ntimeros complexos,
que também podem ser somados, multiplicados e extraidos a raiz quadrada de um ntmero

negativo.

Definicao 3.1. Definimos o conjunto dos numeros complexos, denotados por C, como:

C={a+bi | a,beR},

Um ntimero complexo isolado é simplesmente um nimero real a adicionado a outro
numero real b multiplicado por esse novo niimero imaginario ¢. A partir de sua definigao,
fica claro que C parece conter duas copias dos nimeros reais R; um dos quais fica por si

s6 e o outro esta ligado a 7. Se escrevermos z = a + bi, teremos as seguintes definicoes.

Observacao 3.2. Vale ressaltar que os niumeros complexos também podem ser repre-
sentados na notagao z = a + b, sendo uma boa notacdo, principalmente, quando usa-
mos a forma polar dos nimeros complexos, pois essa notagao evita enganos como: z =
p(COS(Q) + sen(@i)), tendo em vista que o dngulo do seno pode ser confundido com um
numero imagindrio. Deste modo, como nao iremos utilizar a forma polar dos numeros

complexos iremos adotar z = a + bi.

Definigao 3.2 (Numero complexo). Um nimero complexo z € qualquer expressio da
forma z = a + bi, onde a e b sao numeros reais e i € a unidade imagindria que satisfaz

i =—1.

Definicao 3.3. Dado um nimero complexo, temos:
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(i) A parte real de z é a por¢ao do nimero complexo nao ligada ao i. Assim, é dado
por:
Re(z) = Re(a + bi) = a.

(i) A parte imagindria de z é a por¢io do nuimero complezo que é anexado ao i.
Assim, € dado por:
Im(z) = Im(a + bi) = b.

Observacao 3.3. Em particular, a parte imagindria néo inclui o termo i imagindrio. E
importante notar que se z € um numero complexo, entao suas partes real e imagindria
sao ambos numeros reais. Como os numeros complexos eram vistos como uma extensao
do conjunto dos numeros reais, € natural acreditar que R é um subconjunto de C. Claro,
para provar essa inclusao do subconjunto, devemos mostrar que se x € R, entao x € C.
De fato, se x € R, entao x = x+ 0i € C. Assim, R C C. De fato, temos a sequinte série

de inclusoes de subconjuntos:

NcZcQcRcC.

Figura 5: Diagrama de Venn representando o conjunto dos nimeros complexos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Um par ordenado representa um ponto no plano complexo, a cada ponto P(a,b)
do plano, podemos associar um unico nimero complexo z = a + bi. Quando um nimero
complexo apresentar sua parte real Re(z) igual a zero podemos dizer que é um ntmero
imaginario puro e quando sua parte imaginaria Im(z) for igual a zero podemos dizer que

é um namero real.
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Observacao 3.4. O termo “nimero complexo” deve-se ao matemdatico alemao Carl Gauss
(1777-1855). Gauss € considerado por muitos o maior matemdtico de todos os tempos.
Ele fez contribuicoes importantes para quase todas as dreas da matemdtica, da teoria dos
niumeros a geometria nao-euclidiana, a astronomia e ao magnetismo. Seu nome precede

uma riqueza de teoremas e definicoes em toda a matemdtica.

3.2 Aritmética Complexa

Acima, vimos que C é uma extensao de R no sentido de que R pode ser visto como
um subconjunto de C. Devemos, no entanto, também munir C de uma estrutura algébrica
que seja compativel com a estrutura algébrica de R. De fato, a aritmética complexa é
definida exatamente como seria de esperar, com a condicao adicional de que > = —1. Se

21 =a+ bi e zy = ¢+ di, podemos definir aritmética complexa da seguinte maneira.

Definig¢ao 3.4 (Igualdade). Dois nimeros complezos sao iguais quando suas partes reais

e imagindrias forem respectivamente iguais.
Observacao 3.5. Considere z; = a+ bi e zo = ¢+ di dois numeros complexos, temos:
21 = 22

(a+bi) = (c+di)

Z1 = 29 <= a=ceb=d

Defini¢ao 3.5 (Adi¢ao). Na soma de nimeros complexos é somado parte real com parte

real e parte imagindria com parte imagindria.
Observagao 3.6. Seja 2y = a +ib e 2o = ¢+ id dois numeros complexos, temos:
21420 = (a+bi)+ (c+ di)
= a+bi+c+di

= (a+c)+ (bi+ di)
= (a+c)+ (b+d)i.

Defini¢ao 3.6 (Subtragao). Na subtragao de nimeros complexos operamos a parte real

com parte real e parte imagindria com parte imagindria.

Observagao 3.7. Considere z1 = a + bi e zo = ¢+ di dois numeros complexos, entao:

21— 29 = (a+bz)—(c+d2)
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= a+b—c—di
= (a—c)+ (bi —di)
= (a—c)+ (b—d)i.

Definigao 3.7 (Multiplicagao). A multiplicagao de nimeros complexos é definida por

2129 = (ac — bd) + (ad + be)i, onde z e z sao complexos quaisquer.

Observacao 3.8. Dewve-se aplicar a propriedade distributiva.

2120 = (a+bi)(c+ di)
= ac+ adi + bci + bdi?
= ac+ adi+ bci — bd
= (ac—bd) + (ad + be)i.

Definigao 3.8 (Conjugado). Dado um nimero complexo z = a+ bi, chama-se Z = a — bi
de conjugado de z. Ou seja, para obter o conjugado de um niumero complexo basta trocar

o sinal da unidade imagindria, portanto:
z=a+1b < zZ=a— bi.

Definig¢ao 3.9 (Divisao). Dado dois nimeros complexos, sendo o denominador nao nulo,
a divisao € definida pelo produto do conjugado do denominador sobre numerador e deno-

minador simultaneamente, portanto:

Zo 22z

Z1 21 21 '
Observacgao 3.9. Considere z1 = a+ bi # 0 e zo = ¢+ di dois nimeros complexos:

29 a+bic—di

2_1 c+dic—di

(a+ bi)(c — di)

(c)? — (di)?

ac — adi + bei — bdi?
2+ d?

ac + bd + (bc — ad)i
c? + d? )

Teorema 3.1. A operacao de adi¢ao em C verifica as sequintes propriedades:

(A1) Propriedade associativa

(Ay) Propriedade comutativa
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(As) Ezisténcia de elemento neutro

(Ay) Ezisténcia de elemento inverso

Demonstracao.

(A1) Seja zy = a+bi, 2o = c+di e z3 = e+ fi trés nimeros complexos quaisquer, temos:

21+ (20 +23) = a~|—bi+[(c~|—dz (e+fz)}
= a—i—bz’—i—[(c—i—e d+f]
)

(c+e) + (b—i—(d—i—f)z
a+c)+e)+ ((b+d) + f)i

(a+
((

= [(a+c)+ (b+d)i] +e+ fi
[(a+bi) + (c+ di)] + (e + fi)
(21

+ 22) —+ zZ3.

(A2) Seja z; = a+ bi e z3 = ¢+ di dois ntimeros complexos quaisquer, temos:

2 +2 = (a+bi)+ (c+di)
= (a+c)+ (b+d)i
(c+a)+ (d+0b)i
(c+ di) + (a + bi)

= 29+ 2.

(A3) Seja z; = a + bi um nimero complexo. Existe um n = x + yi tal que:

Z1+n = 2z
(a+bi)+(x+yi) = a+bi
(a+z)+(b+y)i = a+bi

Pela defini¢cao de igualdade de ntimeros complexos, temos:

a+r = a=x=0
b+y = b=y=0
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Portanto, n =0+ 0z = 0.
(A4) Para cada nimero complexo z; = a + bi, existe um inverso —z; = g + hi:
21+ (—Zl) = n
(a+bi)+(g+hi) = 040i
(a4+g)+(b+h)i = 0+0i
Pela definicao de igualdade de niimeros complexos, temos: a + g =0= g = —a e
b+ h=0= h=—b. Portanto, —z; = —a — bi.
m

Teorema 3.2. A operagao de multiplicacao em C verifica as sequintes propriedades:

(My) Propriedade associativa

(Ms) Propriedade comutativa

(Ms) Existéncia de elemento neutro

(My) Ezisténcia de elemento inverso

Demonstracao.

(My) Seja z; = a+bi, zo = c+di e z3 = e+ fi trés nimeros complexos quaisquer, temos:

(2122)23

[(a + bi)(c + di)] (e + fi)
(ac + adi + bei + bdi*) (e + fi)

(ac + adi + bei — bd)(e + fi)

[(ac — bd) + (ad + be)i)(e + fi)

(ac — bd)e + f(ad — bd)i + e(ad + be)i + f(ad + be)i®
(ac —bd)e + f(ac —bd)i + e(ad + bc)i — f(ad + be)
[(ac — bd)e — (ad + bc) f] + [(ac — bd) f + (ad + be)ei
(ace — adf — bde — bef) + (ade + acf + bee — bdf )i
ace — adf + adei + acfi — bde — bef + beei — bdfi
a(ce — df) + a(cf + de)i + b(ce — df )i + b(cf + de)i®
(a + bi)(ce — df) + (a + bi)(cf + de)i
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(a4 bi)[(ce — df) + (cf + de)i]
= (a+bi)(ce+cfi+ edi — df)
(
(

)
)
a+ bi)(ce + cfi + edi + dfi?)
a+ bi)[(c+ di)(e+ fi)]

)-

= (2223

(Ms) Seja z; = a+ bi e z5 = x + yi dois nimeros complexos quaisquer, temos:

2129 = (a+ib)(x +iy)
= ax + ayi + bxi + byi®
= ax+ ayt + bxi — by
= (ax —by) + (ay + bx)i
= ax + byi® + ayi + bxi
= ax + ayi + bxi + byi?
= a(x + yi) + bi(zx + yi)
= (x+yi)(a+ bi)

= Z92Z1.

(M3) Existe um ntmero complexo p = (r + si) tal que:

ap = &
(a+bi)(r+si) = a+bi
(ar —bs) + (as +br)i = a+ bi.

Pela definicao de igualdade de nimeros complexos, temos:
ar—bs = a
as+br = b.

Temos a primeira igualdade:

ar —bs = a
ar —a = bs

a(r—1) = bs.
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e a segunda igualdade:

as+br = b
br—b = —as
b(r—1) = —as.

Podemos montar um sistema. Multiplicando a primeira equacao por a e a segunda

por b, temos:
a*(r—1) = abs
b’(r—1) = —abs.

Somando as equacoes, temos:
(a®>+b°)(r—1) =0.

Assim, a> + b =0 our —1 = 0, como a® + b* s6 pode resultar em um ndamero

positivo, entdao a? 4+ b? # 0, portanto r = 1. Assim:
ar—bs=a=a—-bs=a= —-bs=0=s=0.
Portanto, z; =1+ 01 = 1.

(M) Para cada namero complexo z; = (a + bi) # 0, existe um ntmero complexo inverso

2t =c+ di:

zlzfl = p
(a+bi)(c+di) = 1401
ac+ adi + bci + bdi* = 1+ 0i
(ac — bd) + (adi 4+ bci) = 1+ 0i
(ac —bd) + (ad + bc)i = 14 0i.

Pela definicao de igualdade podemos montar um sistema:

ac — bd = 1
(1)

bc + ad = 0.

Vamos multiplicar a primeira equacao do sistema por a e a segunda por b. Em

seguida ao somar ambas equagoes, temos:

2 —
{a c — abd = a a

2 2
e v oand — o @ tbe=a = o= (2)
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Substituindo ¢ no sistema (1):

2

a
— — bd = 1
a? + b?

3
" (3)
(12——}-172 + ad = 0.

Isolando o valor de d na segunda equacao do sistema (3):

ab
—ad =
4 a? 4+ b?
—ab
d = ——
a(a? 4+ b?)
—b
d = ——.
a? 4+ b2

Substituindo d na primeira equagao do sistema (3):

G—Q_b _—b = 1
a® + b? a2 +v2)

a? N b? _
a? + b2 a2 +b>
a?+bv )
a+b
a b

Portanto, como zl_l = ¢+ di, temos 21_1 = — 5= 5 22'.
a?+0b a*+b

]

Teorema 3.3. A combinacao entre a propriedade de adi¢cao e multiplicacao em C verifica

a sequinte propriedade:

(D) Distributividade:

21(22 + 2’3) = 2129 + Z1%3.

Demonstracao. Seja z; = a+bi, 20 = c+ di e z3 = e + fi trés nimeros complexos.

21(22 + 23) = Z129 + 2123

a+bi)[(c+di)+ (e + fi)]

[
a+bi)lc+di+ e+ fi

[((c+e) + (di + fi)]
[(c+e€)+ (d+ f)i]
(

a+bi)(c+e)+ (a+bi)(d+ f)

a+ bi

(

(a + bi)
= (a+bi)

( )

(a + bi)
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= ac+ae+bci+ bei + (ad + af + ibd + ibf)i
= ac+ae+ bci + bei + adi + afi — bd — bf
= (ac+ae—bd—bf)+ (adi+ afi+ bci + bei)
= (ac+ae—bd—0bf)+ (ad+ af + bc + be)i
= la(c+e) =b(d+ f)] + [a(d+ [) + blc+e)i
= alc+e)+b(d+ f)i®+ald+ f)i+blc+e)i
= a(c+e)+b(c+e)i+ald+ f)i+b(d+ f)i
(c+e) + (ai + bi®)(d + f)

(c+e)+ (a+bi)i(d+ f)

= (a+ bi)
= (a+bi)

= 2129 + 21%3.

]

As operagoes aritméticas acima em C dao a ele uma estrutura algébrica que é muito
semelhante a R, mas também utiliza o fato de que i*> = —1. Observe que as definicoes
acima também mostram que C goza de boas propriedades algébricas, como ser fechado
sob adicao, multiplicagao, inversas aditivas e inversas multiplicativas. Na verdade, C,

assim como Q e R, é um corpo.

3.3 A geometria do plano complexo

3.3.1 O Plano Complexo

A partir de sua defini¢ao, o conjunto dos niimeros complexos C pode ser visto como
algo semelhante ao produto de duas copias de R, uma para sua parte real e outra para
sua parte imaginaria. Isso implica que, se formos atribuir algum tipo de geometria aos
nameros complexos, devemos olhar para o plano real R? como inspiracao. O plano real
R? ¢ dado por:

R? = {(z,y) | =,y eR}.

Geometricamente, interpretamos isso como um plano bidimensional, onde os elementos
individuais do plano podem ser dados em termos de suas coordenadas = e y. Como o0s

ntmeros complexos sao definidos por

C={a+bi | a,beR},
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podemos pensar na parte real a do ntiimero complexo como a coordenada x e a parte
imaginaria b como a coordenada y. Assim, o plano complexo ¢ o plano bidimensional
com dois eixos, um eixo horizontal real e um eixo vertical imaginério. Posicionamos o
nimero complexo a + bi para ter a coordenada a no eixo real e b no eixo imaginério.
Assim, se pensarmos no plano complexo como R?, entdo o nimero complexo a + bi deve
ser pensado como (a,b). Esse conjunto de eixos recebe o nome de plano de Argand-
Gauss ou simplesmente plano complexo. O ponto é a representacao do niimero complexo
2z = a + bi no plano, sendo denotado como afixo ou imagem, bem como é formado por

duas coordenadas com uma parte imaginaria e uma complexa.

Podemos ainda interpretar algumas das algebras acima dos nimeros complexos

nesta nova lente geométrica. Damos alguns exemplos abaixo.

e 21,2 € C, entao a soma 2, + zo é o ponto no plano que, juntamente com z1, 2o € 0

sao os vértices de um paralelogramo.

e 2 € C, entao seu conjugado complexo z ¢é simplesmente a reflexao do ponto z em

torno do eixo real.

Observe que se z for real, entao ele esta no eixo real e, portanto, refletir sobre esse
eixo nao mudara o ponto; esta é a manifestacao geométrica do fato de que se z é real,
entao 7 = z.

Figura 6: Plano complexo.

Im(z)

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.2 Mobdulo de um niimero complexo

Na geometria convencional em R?, podemos calcular a distancia entre (x,y) € R?

e a origem (0,0) por

Va2 +y?.
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Se traduzirmos isso em termos do plano complexo, entao a distancia entre um ntmero

complexo z = a + bi e o niimero complexo 0+ 0z é
Va2 + b2,
Isso inspira a seguinte definicao:

Proposicao 3.1. Dado um nimero complexo z = a+ bi, sendo a e b dois niumeros reais,
o modulo do niumero complexo € a distincia entre a origem O e o afixo de z. Denotamos

como |z| ou ¢ 0 mddulo de um nimero complezo.
|z| = 0= Va®+ b2
Demonstrag¢ao. Tomando os pontos O(0,0) e P(a,b), temos entdo:

dop = (a—0)*+(b—0)*
dop = /{a— 02+ (b—0)
dop = V(l2+b2.

]

Teorema 3.4. A operacao do mddulo de um nimero complexo pode verificar as sequintes

propriedades:
(a) 21| = |71
(b) |z122] = |21][ 22|
21 ‘21|
c) |—|=—
(c) P P
(d) |27 = ||

(e) |21+ 2| < |z1| + |22

Demonstragao.

(a) Seja z; = a+ bi e 25 = ¢+ di dois nimeros complexos quaisquer, entao:
z1 = a+bi = Va?+b?

T = a—bi=> a2+ (b2 =Va?+1?

2] = [zl
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(b) Seja z; = a + bi e z3 = ¢+ di dois nimeros complexos quaisquer, entao:

2122 = (a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (be + ad)i
|2120] = /(ac — bd)? + (b + ad)?
= Va2 — 2abed + b2d? + b2c2 + 2abed + a2d?
= \/CQ(a2 + b2) + d?(a? + b?)
= (a2 +b)(c+ )
= Va2 +b -V + 2

= 21|zl

(c) Seja z; = a+bi e zo = ¢+ di # 0 dois nimeros complexos quaisquer, entao:

a+ bi

c+di

(a+ bi)(c — di)

(c+di)(c — di)

ac — adi + bci — bdi?

c? + (di)?

ac + bd + (bc — ad)i
2+ d?

(ac+ bd)? + (bc — ad)?
(c2 4 d?)?

21

22

a?c? 4 2achd + b*d? + b%c? — 2bcad + a?d?
(2 + d?)?

B \/a202 4+ 02d? 4+ b2c? + a?d?

(@ + )

(a? 4 b2)c? + (a® + b2)d?
(2 4 d?)?

(a2 + b2)(c2 + d?)
(@ + 2)?

B (a® + b?)

N 2+ d?)
+ b2
+ d?

=
_C‘sw Qm

o
>
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(d) Seja z; = a + bi um namero complexo qualquer, entdo vamos utilizar a segunda

propriedade de médulo para fazer a demonstracao, veja:

127 = |z121. - 2l
= |z1l|z1] - |2l

= |=z|™

(e) Seja z; =a+bi e zg =c+di,onde 21,2 € Cea,b,c,d € R. Vamos mostrar que a

propriedade da desigualdade triangular também é valida para os complexos. Entao,

temos que |z1| = Va? 4+ b% e |z] = V2 + d2.

21+20 = (a+c)+ (b+d)i
|21+ 2| = V(a+c)?2+ (b+d)2.

Agora vamos substituir os valores encontrados na desigualdade triangular:

|21+ 20| < |z] + |22
Via+e)2+(b+d? < Va2 +b+ VA +d2
<\/(a+c)2+(b+d)2>2 < (\/a2+62+\/c2+d2>2
(a+c)P+(b+d)? < a®+b*+2Va2 + 02V +d?+ 2+ d

2ac +2bd < 2Va? + b2V c2 + d?

2(ac+bd) < 2Va2 + b2V + d?

ac+bd < Va2 + b2+ &>

(ac+bd)* < (a®+b%)(c* + d?).

Podemos ver que isso é exatamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz sendo va-
lida para ntmeros reais, e como sabemos que a,b,c,d € R podemos afirmar que
a desigualdade triangular também ¢é verdadeira para os niimeros complexos, assim

concluimos a demonstragao.

3.4  Rotacoes no plano

Sabemos que a buscar por solugoes de equagoes do terceiro grau motivou um nova

pergunta: como resolver equaces como z%+36 = 0?7 Isto é, como trabalhar com as raizes
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negativas. A partir disso, a histéria dos nimeros imaginarios comecgou, inicialmente, sem
grande valor, mas no final acabou recebendo o seu devido reconhecimento. Agora vamos

a analisar a ideia que motivou Hamilton a procurar aplicagoes de rotagoes no espaco.

3.4.1 Poténcia da unidade imaginaria

Como ja definido anteriormente, tem-se que i2 = —1, mas e se elevarmos a unidade

imaginaria a outros valores. Deste modo, temos:

iV =1

it=

P2 = —1

it = %= (-1)i=—i

it = %= (1) (1) =1

Podemos resumir da seguinte forma:

imo= 1
i4n+1 — Z
Z~4n+2 T
i4n+3 = —4

onde n € NU {0}. Portanto, temos a seguinte sequéncia:

Tabela 1: Poténcias crescentes de <.

T I IS S I AT B A I

1 [ 1| —i|1 |4 |-1|—i

Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir das poténcias de ¢ notamos a existéncia da sequéncia (1, 1, —1,—,1,.. .),
onde temos quatro resultados possiveis dependentes do expoente. Observe atentamente e
perceba que essa sequéncia caracteriza a rotagao de um ponto no sentindo anti-horéario.
De um ponto para o outro temos uma rotagdo de 90° sobre o plano complexo, bem
como temos que o aumento da poténcia resulta na rotacao do ponto, isto é, o produto

pela unidade imaginaria ¢ é equivalente a girar o ponto em 90°. Analisamos o caso das



3.4 Rotagoes no plano 36

poténcias crescente e positivas, mas o que acontece quando as poténcias sao negativas?

vamos verificar.

Logo, a seguinte sequéncia é formada:

Tabela 2: Poténcias decrescentes de 1.

Z‘O Z’—l 7;—2 Z‘—3 ,L'—4 Z’—5 7;—6 Z‘—7

1= | -1 |1 |—=2|—=1]1

Fonte: Elaborado pelo autor.

De forma analoga encontramos um ciclo que se inicia no ponto (1,0), mas com uma

diferenca, temos rotacoes no sentido horario.

Figura 7: Rotacoes da unidade imaginaria.

Im(z),
Z9 — 1
23 =—1 z1 =1 Re(2)
Z4 = —1

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Mas o que acontece se tomarmos um ntmero complexo diferente da unidade para
realizar o produto? Vamos verificar. Considere o nimero complexo z; = 1 + 24, vamos
rotacioné-lo no plano complexo através de multiplicagoes sucessivas por ¢. Primeiramente,

vamos multiplicar z; por i, entao:
izg =i(1+20)=i+2°=i—2= 2.

Agora multiplicaremos z3 por i:

iz = i(—2414) = =2 +i% = —1 — 20 = z3.
Multiplicando z3 por :

iz =i(—1—26) = —i — 2> = =i + 2 = 2.
Por dltimo realizamos o produto de z, por ¢:

izg = i(—i+2) = =i +2i =142 = 2.

Deste modo, foi realizado uma volta completa do plano complexo no sentido anti-horéario.
Além disso, é facil ver que o angulo formado entre um complexo e resultado do mesmo

apos a sua multiplicacao por i é sempre 90°. Veja o grafico abaixo:

Figura 8: Rotagoes sucessivas no plano.

Im(z)
21
2 4
22
1 4
¢ =90 /5= 90°
} } S) } }
—92 -1 D 1 2Re(z)
B = 90° v = IR B
4
14
Z3 -2+

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos rotacionar o mesmo nimero complexo no sentido horario, basta agora
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multiplicamos por i~*. Mas, como i~! = —i, vamos realizar multiplicacdes sucessivas por

—1. Primeiro vamos multiplicar z; por —i:

—izy = —i(14+2i) = —i — 2 = —i + 2 = z,.
Agora multiplicaremos z4 por —i:

—izg = —i(—i+2) =i —2i = —1 — 2i = 23.
Multiplicando z3 por —u:

—izg = —i(—1—2i) =i +2i* =i — 2= 2.
Por 1ultimo realizamos o produto de 2z, por —i:

—izg = —i(i —2) = =i +2i =1+ 2i = 2.

De modo analogo realizamos uma rotacao partindo de z;, mas no sentido horario. As
rotacoes no sentido horério e anti-horario nos mostra o poder dos niimeros complexos no
plano, mas sera que também funciona no espaco? Esse foi o questionamento de Hamilton,

de modo que o levou a descobrir um novo conjunto.

E possivel girar um ponto no plano de Argand-Gauss através do produto entre
nimeros complexos, pois dado dois niimeros complexos sendo um de norma unitaria res-
ponséavel por funcionar com um rotor e o outro um niimero complexo nao nulo que sera o
ponto que desejaremos mover. No entanto, esse trabalho busca apenas apresentar a ideia
intuitiva que motivou a descoberta dos quatérnions, isto €, as rotagoes no plano complexo.
Vale ressaltar que também é possivel realizar rotacoes de niimeros complexos por meio de

matrizes.
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4 Quatérnions

A descoberta dos ntimeros complexos solucionou vérias questoes que intrigava os
matematicos, mas ainda existiam problemas em aberto, principalmente sobre a repre-
sentacao de nimeros complexos no espaco. Deste modo, Hamilton apresentava grande
interesse sobre o assunto, entao ele teve a ideia de tentar representar os ntimeros com-
plexos como pares ordenados, o seu objetivo era construir uma representagao no espaco
tridimensional. A sua primeira tentativa foi a construcao dos tripletos, onde acrescen-
tou mais um elemento j a estrutura dos nimero complexos, onde j2 = —1, semelhante

unidade imaginéria 7. Deste modo, temos que um tripleto seria representado como:

a+ bi+ cj, onde: i? = j? = —1.

Ao construir a estrutura dos tripletos algumas questoes aparecem, como seria a
sua interpretacao? As propriedades provenientes dos numeros complexos ainda seriam

conservadas? Hamilton buscou respostas para essas perguntas.

Em 1830, Hamilton fez seu primeiro teste, ao tentar definir uma multipli-
cagao de tripletos, de modo que seu produto pudesse ser interpretado via
rotagoes no espaco, baseando-se nas ideias de Warren em “Um tratado
sobre a Representacao Geométrica de Raizes Quadradas de Quantidades
Negativas”. (OLIVEIRA, 2015, p. 17).

Verificou-se que as propriedades com relacao a adigao eram conservadas, igualmente
aos nameros complexos. Mas, quando Hamilton define a multiplicacao alguns problemas
aparecem, como a apari¢ao do termo 4j. Hamilton passou varios anos tentando resolver
o problema do produto nos tripletos. Apo6s muitas tentativas sem sucesso, Hamilton
ainda nao tinha descoberto a peca chave para solucionar a multiplicacao de tripletos. No
entanto, no dia 16 de outubro de 1843, Hamilton caminhava com sua esposa sobre a ponte
do Royal Canal em Dublin, quando teve um estalo de genialidade, ele descobriu a féormula
fundamental para a defini¢ao da multiplicagao de quatérnions. Como um ato de felicidade
ele gravou a férmula com um canivete em uma pedra da ponte de Brougham. Chamou
os seus numeros complexos de quatro dimensoes de quatérnions, sendo assim apresentou

a todos uma estrutura algébrica nao comutativa.
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Sir William Rowan Hamilton foi um brilhante matematico irlandés que viveu por
volta de (1805-1865), também foi astronomo e fisico responséavel pela descoberta de um
novo conjunto, bem como definiu a algebra dos quatérnions dedicando-se pelo resto de

sua vida em buscar aplica¢oes de sua descoberta na area da mecéanica, geometria e fisica.

Vale ressaltar que os quatérnions fazem partem de um conjunto chamado Hiper-
complexo. Chamamos de Numeros Hipercomplexos o conjunto que representa os nimeros
da forma ag + a1i1 + asis + asiz + - - - + ayi,, onde ag, aq,...,a, € Reiy,io,13,...,%, S40
unidades imaginarias diferentes entre si. Deste modo, os elementos do conjunto dos ni-
meros hipercomplexos podem ter uma ou mais unidades imaginarias. Também podemos
citar alguns de seus subconjuntos como por exemplo os Quatérnions H, Octénions O e
Sedénions S. Além disso, podemos dizer que o conjunto dos nimeros complexos ¢ um
caso particular dos Hipercomplexos, sendo um ntmero que possui apenas uma unidade

imaginaria.
Definicao 4.1. O conjunto dos quatérnions pode ser denotado por H e definido como
H = {a+bi+cj+dk|abcdeR}

em que t, j e k sao tais que

O produto de numeros complexos permite que a comutatividade seja preservada, no
entanto, quando se trata de quatérnions a comutatividade do produto é perdida. Agora

vamos explorar o produto entre as unidades imaginérias dos quatérnions.

gk = 1
ji = —k
1] = k
itk = —j
ki = j
kj = —i

Temos também algumas outras equivaléncias obtidas através do produto entre quaterni-

ons, observe:

ki = —ik = j
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ij = —ji =k
jk = —kj =i

Demonstracao. A partir da definicao temos que:
(i) ijk = —1 = i(ijk) = i(—1) = i*jk = —i = jk = i.
(ii) jk =i = j(jk) = j(i) = j°k = ji = —k = ji = ji = —k.
(ifl) ijk = —1 = (ijk)k = (—1)k = ijk> = —k = —ij = —k = ij = k.

(iv) ij = k = i(ij) = i(k) = %) = ik = —j = ik = ik = —J.

(V) ij = k = (ij)i = (k)i = i(ji) = ki = i(—=k) = ki = —ik = ki = —(—j) = ki =

j=ki=ki=j.
(Vi) ij =k = (ij)j = (k)j = ij> = kj = —i = kj = kj = —i.
(vil) ij = k= (ij)i = (k)i = i(ji) = ki = i(—k) = ki = —ik = ki.
(vili) j = ki=i(j) = i(ki) = ij = (ik)i = ij = —ji.

(ix) k= ij = j(k) = j(ij) = jk = (ji)j = jk = —kj.

Tabela 3: Tabua do produto entre unidades imaginarias

1 ¥ k
7 —1 k —J
J —k —1 1
k ¥ —1 -1

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.1 Operagoes entre Quatérnions

Notagao 2. Vamos denotar os quatérnions da sequinte forma:

q=qo+q=qo+qi+qj+ak=/d07q

A composicio de um quatérnio ¢ € R* é dada por qo, ¢1,¢2,q3 € R sdo escalares
quaisquer e i, j e k sao as unidades 1magindrias que compoem a parte vetorial, ¢ =
(q1,q2,q3) € R®. Além disso, algumas operagdes entre quatérnions podem resultar em
cilculos extensos, portanto, com o efeito de minimizar expressoes, em alguns casos iremos

adotar a notacao de par ordenado dos quatérnions denotado por q = (qo, J)

4.1.1 Igualdade entre quatérnions

Definigao 4.2 (Quatérnions iguais). Tomando dois quatérnions quaisquer ¢ = qo + g1 +
q2J +qsk e p = po+p1i+pog+psk. Para que um quatérnio seja igual a outro, € necessdrio
que as coordenadas de ambos quatérnions sejam iquais. Ou seja, ¢ = p se, e somente se

qo = Po, 91 = P1, 92 = P2 € 43 = P3.

Definigao 4.3 (Quatérnio puro). Chamamos um quatérnio de puro quando sua parte real

for nula. Portanto:
p = pii + p2j + psk = (0,p).
Onde: 1,5,k € H e os escalares p1, p2, ps € R.

Definigao 4.4 (Quatérnio real). Um quatérnio € dito real quando sua parte vetorial é

nula e a escalar diferente de zero. Portanto:

q=q0 = (q0,0).

4.1.2 Adigao entre quatérnions

Definigao 4.5 (Adicao). A adi¢ao de quatérnions é dada pela soma da parte escalar com

parte escalar e parte vetorial com parte vetorial.

q+p= (QO—H?o) + (§+ﬁ)

sendo q = qo+ G e p=po+ P quatérnions quaisquer.
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Na soma de quatérnios as propriedades da comutatividade e associatividade sao

preservadas, bem como a existéncia do elemento neutro e elemento simétrico.

Teorema 4.1. A operagao de adi¢ao em H wverifica as sequintes propriedades:

(A1) Propriedade associativa
(Ay) Propriedade comutativa
(As) Ezisténcia de elemento neutro

(Ay) Ezisténcia de elemento inverso

Demonstracao.

(A1) Seja ¢ = qo+ q1i+ q2J + g3k, p = po + P12+ p2j + psk e 1 =19+ r1i +roj + 3k trés

quatérnios quaisquer, temos:

g+ (p+r) = @o+d+ (po+7+ro+7)
= Qo+ qui + qj + qzk + [(po + p1i + poj + psk) + (ro + i + raj —i—?";;k)}
= Qo+ qui + qj + gk + [(po+ro) + (pr+ )i+ (p2+72)5+ (ps +r3)k}
= [go+po+70] + [@1 +p1+71]i+ [g2+p2+12] 5 + [a5 +p3 + 73]k
= [(qo + po) +ro] + [((]1 + 1) +r1}i+ [(QQ + p2) +r2}j
+ [(qg +p3)+r3]k
= (qo+po) + (@1 +p1)i+ (g2 4+ p2)j + (g5 +ps3)k + 7o+ 7111
+ roj + 13k
= (¢g+p) +r

(As) Seja p = po + p1i + p2j + psk e r = rq + ri1i + roj + r3k dois quatérnions quaisquer,

temos:

p+r = po+p+ro+7
= po+pit+ p2J + p3k+ 1o+ i+ 1rog + r3k
= (po+ro) + (p1+m)i+ (p2+712)j+ (ps+13)k
= (ro+po) + (ri+p)i+ (ra+p2)j+ (rs +ps)k
= (ro+mi+roj+rsk) + (po + pii + paj + p3k)
= r—+p.
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(As) Seja p = po + p1i + paj + p3k € g = go + g1i + g27 + g3k dois quatérnios quaisquer,

temos:

p+tg = p+tp+g+g
= po+pit+paj +psk+ go + g1t + g2f + g3k
= (po+g0) + (pr+91)i+ P2+ g2)j + (p3+ g3)k

= po + p1i + p2j + psk.

Pela defini¢ao de igualdade de quatérnions, temos que um quatérnio é igual a outro
quando todas as suas componentes forem iguais as componentes do outro quatérnio:

(

Po+g = Po=¢qo=0
nt+an = p=q=0
P2tg2 = p2=>q=0
(P3t9s = p3=>q3=0.

Portanto, temos que o elemento neutro é ¢ = 0+ 0z + 05 + 0k.

(Ag) Seja p = po+ p1i + p2j + psk e r = 1o+ r1i + roj + r3k dois quatérnions quaisquer,

temos:

p+q = 0
p = —q
Po +pit +poj +psk = —qo— qui — q2J — @3k.

De forma analoga a demonstracao anterior, temos que o inverso aditivo do quatérnio

& p=—q,ouseja —p = —pyg — p1i — paj — psk.

4.1.3 Multiplicacao de quatérnions

O produto entre quatérnions é uma combinacao entre produto escalar e produto
vetorial, denotados respectivamente por p- ¢ e p'x ¢. Através dessa multiplicacao sera
possivel girar um ponto ao redor desse quatérnio que funciona com um rotor. Deste modo,

o produto é uma operacgao fundamental que precisa esta bem definida.

Definigao 4.6 (Multiplicagdo de quatérnions por um escalar). Seja a um escalar qualquer

e q=qo+ q1t + q2J + qsk um quatérnio, entao temos que o produto de um quatérnio por
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um escalar pode ser definido da sequinte maneira:
aq = aqy + aqii + agyj + aqgsk.

Definigao 4.7 (Multiplicagao entre quatérninos). Seja p e q dois quatérnions quaisquer,

onde p=po + p1t + p2J + psk € g = qo + 1t + @27 + g3k, entdo o produto € definido por:
Pq=pogo — P G+ PoGd+ qp+PXq.

Em que escalares py,qo € R e p,§ € R3. Temos que a parte imagindria corresponde a

P =pit+paJ +psk e 7= qii + q2f + qzk.

Observacao 4.1. Devemos utilizar a distributividade no produto entre quatérnions.
A partir disso, podemos verificar que tanto o produto escalar, quanto o produto vetorial

surgem naturalmente.

pqg = (po+ pii+p2j+ psk) (g0 + @i + 25 + g3k)
= Pogo + Poq1t + Pogaj + Pogsk
+ prqoi + praui® + pigaig + prgsik
+ Daqoj + P21ji + Dagaj’ + P2gsik
+ paqok + psarki + psqekj + psqsk®
= DPo4o — P191 — P242 — P3q3
+ Poqit + p1gol + Pogaj + P2g0J + Pogsk + psqok
+ P12k — p1g3) — Paqik + pagsi + p3q1j — paqal
= Doqo — (plfh + D2q2 +PSQ3)
+ po(qui + @25 + ask) + qo(pri + paj + psk)j

+ [(]92613 — p3@)i+ (psqi — p143)J + (Prge — p2Q1)/€} :

Ao efetuar o produto vetorial com as componentes do quatérnio, temos:
g7k
PXq=|p1 p2 p3

91 G2 g3

P2q3t + p3q1j + p1gek — paqik — p3qet — p1gs)

Sy
X
2y
I

= (poasi — p3q2i) + (p3quj — 1asd) + (Praek — poqik)
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= (p2gz — p3q2)i + (P31 — p1a3)J + (P1g2 — o) k.

Agora que verificamos o surgimento do produto escalar e produto vetorial podemos substi-

tuir o valor algébrico por suas respectivas notagoes:

pg = podo — (P11 + P22 + P34s)
+ po(qui + @25 + ask) + qo(pri + poj + p3k)j
+ [(pz% — p3@)i+ (psq1 — p143)J + (P12 — P2i) k]
= Podo — P G+ Do+ qp+pxq.
Definigao 4.8 (Multiplicagao entre quatérnions puros). Seja p e q dois quatérnions puros,

onde p = pit + paj + p3k e g = q1i + q2J + gk, entao o produto € definido por:
pg=—p-q+pxq.

Observagao 4.2. Analogamente ao caso geral do produto de quatérnions podemos verifi-

car o produto entre quatérnions puros.

pqg = (pvi+paj+ psk) (@i + @2 + gsk)
= Piqui® + pigaij + prasik + paqiji + pagzj® + pagsjk + psqiki + pagokj
+ psgsk’
= —p1qi + D1k — p1sj — paqik + p2q2 + p2gsi + p3qij — P3gal — P3qs
= (=11 — p2g2 — p3a@3) + (P2a3 — P3q2)i + (psqr — p1a3)J + (Pr1a2 — poqn)
= _(pIQI + P2g2 +P3Q3) + (P2Q3 - p3Q2)i + (p3Q1 - p1Q3)j + (plCIQ - pzﬂh)k
= —p-q+ (p2a3 — p3g2)i + (P31 — p1a3)J + (P1g2 — o)
= —P-q+pxq
Observacgao 4.3. Perceba que o produto entre quatérnions puros nao resulta em um novo

quatérnio puro. Ou seja, ele nao € fechado para o produto.

Definigao 4.9 (Multiplicagao de um quatérnio qualquer por um puro). Seja ¢ um qua-
térnio qualquer e p quatérnions puros, onde q = qo + q1t + q2J + qsk e p = p1i + p2J + p3k,

entao o produto € definido por:
qp = —q- P+ qp+q xp.
Em que o escalar gy € R e ¢,p € H.

Observagao 4.4. Através das definicoes anteriores podemos verificar o sequinte produto.
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Note que py = 0, entao:

ap = (@0+ @i+ i+ ask)(po + pri+ p2j + psk)
= qopo— G P+ qop +pod + G X p

= —q-P+qp+qxp.

Tabela 4: Produto entre quatérnions.

— —

(po, P)(90, @) = [Poqo — P+ ¢ Pod + qoP + D X q]
(Oam(07® = [_ﬁ (77 ﬁX Cﬂ
(po,9)(0,q) = [—P- @, pod+ P % g

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observacao 4.5. Perceba que a notacao de par ordenado separa o quatérnio em parte

escalar e vetorial da sequinte forma:

(poaﬁ) (qO;Cf) = [?0610 —p-q,

/

?oé?‘i‘%ﬁ‘f'ﬁx q).

Escalar Vetorial

4.1.4 Conjugado de um quatérnio

Defini¢ao 4.10 (Conjugado de um quatérnio). Seja ¢ € H, entao definimos que o seu
conjugado € dado por q.

q=qo— it — q2J — qsk.

Vale ressaltar que no caso especifico dos quatérnions de rotacao o conjugado é
igual ao inverso do quatérnio. De fato, veremos posteriormente que, nesse caso, onde
g = ¢! é verdadeiro. A nocio de conjugado no conjunto dos quatérnions é semelhante
aos nimeros complexos, visto que conservamos o sinal da parte real e trocamos o sinal

das parte imaginaria que é composta por i, j e k.

Observacao 4.6. Considere q = (qo,(j> um quatérnio qualquer e ¢ = (qg,—(j) 0 seu

conjugado. Entao vamos calcular qq:

@ = (20,9) (g0, —)
= (qg — (@- (—cf)), q0(—q) + @i+ q % (‘@)

= (G+aG+a6+a. 0).
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Agora vamos trocar a ordem do produto:

qq = (QOy_ﬂ(QOaﬁ
- (qé— ((-@)-7) w0+ a(-a) —@x@)
= (G+G+6+4d. 0).

Conclusao, temos que o produto entre um quatérnio qualquer e o seu conjugado € comu-

tativo.

Proposigao 4.1. Seja q,p € H. Entaoqp =D q.
Demonstracao. Analogamente, temos que ¢ e p sao quatérnions quaisquer, entao:

a = (9,9 (po, D)
= (QOPO—J‘ﬁ QOﬁ+p0§+§Xﬁ)

Consequentemente, seu conjugado é dado por:
qQp = ((Jopo — ¢ D, —qoP — poq — q X ﬁ)
Agora vamos fazer o produto entre p e §:

pq = (po,—P) (0, —9)
= (POQO - ((_ﬁ) ' (_Cf)>a Po(=q) + @ (=p) + (—p) x (—q))
= (qopo — 7 P, —poq — qop + ' X q)
= (qopo — 7+ P, —qoF — pod — T X D).

4.1.5 Norma de um quatérnio

Defini¢ao 4.11 (Norma de um quatérnio). Seja ¢ um quatérnio qualquer, tal que q € H,

definimos que a sua norma ou magnitude € dada sequinte forma.

szvf=¢ﬁ+ﬁ+ﬁ+@

Observagao 4.7. Seja ¢ um quatérnio qualquer e § o seu conjugado, temos:

@q = (90,9 (q0.—7)
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= (¢ +q+&+4.0)
= lqlI*

Portanto, ao aplicar a raiz quadrada temos que ||q|| = /4.

Proposigao 4.2. Considere q,r € H. Entao ||gr| = ||q||||7||:

Demonstracao.
larl* = qrgr
= qrrq
= q(r7)q
= qlrl*g
= qqlr|”
= llalPllr].
Sendo assim, [lgr|| = [lg/l7]. -

Definicao 4.12 (Quatérnio normalizado). E dito um quatérnio normalizado ou quatérnio

de norma unitaria quando:

Definigao 4.13 (Quatérnio unitéario). Dizemos que um quatérnio € unitdrio quando a
norma de sua parte vetorial for igual a 1 e sua parte escalar for nula, isto é, ¢ = (O, (j).

E denotado por § apenas a parte vetorial, onde ||G|| = 1.
Observacao 4.8. O quatérnio unitdrio € diferente do quatérnio de norma unitdria.

Definicao 4.14 (Quatérnio de rotacdo). E um caso especial de quatérnio normalizado o

qual chamaremos de quatérnio de rotacao, denotado por

g = (cos(¢), sen(¢)q).
Sendo assim, possui norma unitdria de modo que q; + ||q|)* = 1.

Observacao 4.9. O caso particular dos quatérnions de rotacao permite a sequinte igual-
dade. Entdo, considere ¢ um quatérnio de rotacdo nao nulo e ¢~' o seu inverso. A partir
da definicao de inverso de um quatérnio, temos que

-1 q
qg = .
lql?
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Como q é um quatérnio de rotagao, i1sso implica que

¢ '=7q

Proposicao 4.3. Dado um quatérnio unitdrio 4, temos que q-q = 1.

Demonstragao.
¢4 = (0.0 8) (0,0 0)

= @+ +a

Mas, sabemos que ||¢|| = 1, ou seja:

lgll = 1

Va+aé+a =1
G+a+ag = 1°
Gi+a+a = L

Logo, concluimos que o produto escalar de um quatérnio unitario por si mesmo ¢ igual a
1. m

Teorema 4.2. A operacao de multiplicacao em H wverifica as sequintes propriedades:

(My) Propriedade associativa

(Ms) Ezisténcia do elemento neutro
(Ms) Existéncia de elemento inverso
(My) Distributividade

Observacgao 4.10. Os quatérnions nao possuem a propriedade comutativa do produto.

Isto €, q e p sao quatérnions quaisquer, entao qp # pq.
Demonstracao.

(M7) Sejap, g e r trés quatérnions quaisquer. Para realizar a demonstragao vamos calcular

cada um dos lados separadamente:

(pa)r = | (po-) (90, )| (0. 7)

= [poto — P @ pod + qoP + P x q] (r0,7)
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= |:(pOQO —p- 6_7)7’0 - (POJ+QOﬁ+ﬁX @ -7 (PUQO —p- 6_7)77
+ o (pod + aoF + 7 x @) + (pod+ o+ 7 x @) X 7
= [TOPOQO — 1P —pod T — qop - T — (ﬁx Cf) - T, Pogol” — (ﬁ' QT)F
o Topod -+ TodoB + o (7 X @) + poif X 7' o X 7'+ (5% §) X 7|
— |ropodo — 1B+ @ = po+ = o 7 = (5% @) - 7. poaoT — (5 )7
o Topod + Todo + 10 X T+ pod X 7+ qoff X T+ (5% ) X 7
Para continuar a demonstracao devemos utilizar a decomposi¢ao do duplo produto
vetorial (ﬁx @ X = (]5’ F)cj’— (cj’ f’)ﬁ, entao:
= [TOPOCIO —rop - —Pod T — qop - T — (ﬁx Cf) -7, PoqoT — (ﬁ' Cf>77+7“0p0(7
o ot o X G+ pod X T+ aof % 7+ (5 77— (7 7)F).

Agora vamos calcular o outro lado da igualdade:

p(ar) = (0.9 | (a0.0) (r0. 7))
(po. D) [goro — @+ 7, qoF + 710G + § X 7]
= [po(aoro— 7+ 7) = 5+ (a7 + rod+ T x 7), polao7 + rod + 7% 7)
+ (qoro — - )P+ 7 % (qoF + roG+ 7 X F)]
= :pOQOTO —Ppoq-T—p- (%F) —p- (7“0@) —p- ((jx F), PoqoT + poroq

+ pod X 7+ (CIOTO—CT'F)ﬁ‘i‘ﬁX (CIOF‘FTOJ‘HTX 7”)

= |PoqoTo —Pod T — qop - T —1rop-q—Dp- (€7>< F), Podo™ + Poroqd

+ poqd X 7+ (QOTO —J'F)ﬁ‘i‘ﬁx (QOF+TOCT+CTX F)
Devemos lembrar da propriedade do produto misto p'- (i X F) = (ﬁ X (j) -7 e nova-
mente o duplo produto vetorial.

— = — —

= [poqw‘o—pOJ'F—QOﬁ'F—Top'q—P'(ix F)7POQOF+p0T0(7+pOCTXT
+ (qor0 — 7+ )7+ 5 x (a0 + 1o+ 7 % 7) |
= [ropoqo—roﬁ-i—poff-F—qoﬁ-F—(ﬁXCD-F, PoqoT + porod + pod X T
o+ qorof — (7 P+ aof X 7+ 1o % T+ Fx (7% 7) |
(

qxd) T, podo” + poroq + pod X T
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+ ool — (7 )5+ a0 X 7+ 105 % T+ (5 )T~ (7 3)7|

— —

= [Topo%—Toﬁ‘ff—pOQ'F—QOﬁ'F— (ﬁXQ) -7, Poqo’ — (P'Q)F‘FPOTOJ

—

- Qoroli+ ol X 0+ pod X 7+ goif X 7+ (5 7) i — (¢ 7)7]
(5 )7 + roaod

— oot — o = pod 7 — o 7 — (7% @) - 7. podor —
oo+ 1ol X 4+ pod X 7'+ a0 X 7+ (5 )T~ (7 7))

(Ms) Seja g = (qo, cj) um quatérnio qualquer e n = (no, ﬁ) o elemento neutro do produto.

Pela definicao de elemento neutro, temos que gn = ¢, entao:

an = q
(QO, Cf) (710, ﬁ) = (QOTLO —q- 1, QN+ noq + ¢ X ﬁ)
Como gn = ¢, temos:
qQno—q- 1 = qo
Qi +ng+qgxn = (.
Analisando a primeira equacao, temos:
qQono —q 1 = Qo
qQno—¢q—q-n = 0
qo(no — 1) —qun1 — gana — @znz = 0.

Logo, temos que o elemento neutro do produto é n = (1, O).

(M3) Seja ¢ um quatérnio qualquer ndo nulo e ¢~' o seu inverso multiplicativo. Pela
definicdo de elemento inverso temos q¢~' = (1, 0), a partir disso devemos multiplicar

ambos os lados por @:

q¢' = (1,0)
q(eq™") = 7
(@) = 1
lal’e =7

¢! = ﬁ.

Observacao 4.11. Caso q seja um quatérnio de norma unitdria é verdade que ¢~* =

qG. Sendo uma propriedade importante para o cdlculo das rotagoes de quatérnions,
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pois 1850 permite

(ap) ' =p"tq "

De forma andloga ao conjugado. Além disso, perceba que qq~' = ¢ 'q também é

verdadeiro, uma vez que q € um quatérnio de norma unitdria.
(My) Seja p, q e r quatérnions quaisquer:

p(g+7) =pg+pr
Vamos calcular separadamente cada um dos lados da igualdade:
pla+7) = (p0.8) (00,0 + (ro.7)]

= (p0725>[q0+r()7 (.T_‘_F]
[po(qoﬂo) — 7 (@+7), po(q+7) + (g0 +70)F+ 7 x (7% f)}

Agora o outro lado:

pq_’_pr (pOa )(QOaCj)—}_(vap)(TOaF)

= (pOQO—ﬁ%T, p0€7+%ﬁ+ﬁ><®+(po7”0—ﬁ'ﬁ p0F+Toﬁ+ﬁ+F)

= [pOQO+pO7'O P-q—pP-T, pod + por + qop + rop + P X ¢+ ﬁx}
—-p-

- [P qo + 7o) (@+7): po(@+7) + (a0 + 7o) P+ 7 (7 +ﬁ)}

]

Como vimos anteriormente os quatérnions podem ser um tipo de generalizagao dos
ntmeros complexos sendo Hamilton o responsavel por ciar a sua representagao no espaco.
Segundo Domingues (2018), apdés mais de 10 anos de estudo incanséavel, Hamilton perce-
beu que era necessario abrir mao da comutatividade para que a algebra dos quatérnions
se consolidasse. Podemos observar que como os quatérnions que representam o conjunto
H nao goza da propriedade comutativa do produto, consequentemente, diferente dos ni-
meros complexos o conjunto H nao pode ser chamado de corpo, pois como vimos nao
é comutativo. Os quatérnions recebem outro nome referente a sua estrutura algébrica,

portanto, podemos chamé-lo de anel de divisao.

“Em 1878, o matematatico alemao Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) pro-
vou que existem apenas trés algebras de divisao associativas: niimeros reais R, ntimeros

complexos C e quatérnions H”. (VINCE, 2011, p.11, Tradugao nossa).
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4.2  Rotacoes de quatérnions

4.2.1 Rotagoes no espaco

Para aplicar as rotacoes de quatérnions é necessario determinar o angulo desejado,
bem como o ponto que serd rotacionado e o quatérnio que funcionar como o rotor da
operacao. Deste modo, para girar um ponto, primeiramente, vamos construir um vetor
quatérnio que armazena esse ponto e em seguida realizamos multiplicagoes entre eles,
portanto assim é feita uma rotacao de forma resumida. A rotacao de quatérnions pode

ser feita através das seguintes formulas.

Permite rotacionar um ponto no sentido anti-horario:
qpq = [O, (1 — cos(6))(G-p)q+ cos(0)p+ sen()(g x p“)}
Permite rotacionar o ponto no sentido horario:

q 'pg = [0, (1 — COS(9)> (cj -ﬁ)cj + cos(0)p — sen(6) (cj X ﬁ)]

Portanto, temos a tabela abaixo resumindo o sentido das rotagoes:

Tabela 5: Sentido das rotagoes.

gpqg~' | Rotacdo no Sentido Anti-horario

¢ 'pq | Rotacdo no Sentido Horario

Fonte: Elaborado pelo autor.

Demonstrag¢ao. Vamos demonstrar a formula que permite rotacionar um ponto ao redor
do vetor quatérnions. A notacao escolhida para realizar essa demonstracao foi a forma
binaria com o efeito de reduzir os calculos. Seja p = (O, ﬁ) um ponto qualquer represen-
tado por um quatérnio puro, g = (a, bd) um quatérnio normalizado e ¢! = (a, —bd) seu

conjugado.

#In 1878 the German mathematician, Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), proved that there
are only three associative division algebras: real numbers R, complex numbers C, and quaternions H”.
(VINCE, 2011, p.11, No idioma original).
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apg" = (a,b4)(0,p)(a, —bq)
b

= (—bcj~jaﬁ+qup)(a —bq)
b - p)a— ((ap+bdx ) - (~bd) ). (~bi - ) (~bi)

(- ,

—i—a(ap—l—quﬁ)—i—(ap—i—quﬁ) (b)

= [~ ba(a-p) — ((~bd) - (o) + (~bd) - (b0 x 7)), ~b(d - ) (~bi)
(-

—i—a(ap—i—quﬁ)—l—(ap—l—quﬁ)x b)}

Note que (—bcj) . (bcj X ﬁ) = b’ (cj . (cj X ﬁ)) e pela propriedade de produto escalar temos

que q - (cj X ﬁ) = 0, pois sao vetores ortogonais.

= —ba(q-p) — (~ba(@-7).0*(a-P)a+a(ap+ b x )

+ (a7 x (b)) + (b % 7) x (~bd))
= —ba(q-p) +ba(G-p),b*(q-P)d+ a*F+ abj x
—ab( )—bz(qxﬁ)xq
= [O,b2(q-p)q—|—ap—l—aqup—abﬁxd—lﬂ(@xﬁ)qu}

Para prosseguir na demonstragao precisaremos da identidade do duplo produto vetorial:
(Gxp)xa=(3-9)p— (F-Q)a=p— (794

Além de recordar das propriedade elementares dos determinantes utilizadas no produto
vetorial como ¢ X p'= —p'x ¢, bem como da comutatividade do produto escalar p-¢ = ¢-p.
= [0,0%(¢- §)g + a®F + abg x — (—abg x p) — b*(4 x p) ch]
= [0,0(a-B)a+ a*+ 2abd x 57— V(5 — (7 d)ad)

= _O,bQCj ﬁ)q+ap+2abq><p—b2p+b2(ﬁ A)cj}

'Q>
’B

N~—
LS

P)q+ (a® = b*)p+ 2abg x 7+ b (G -

q-
= [0,20%(¢- P)g + (a® — 1)+ 2abq xﬁ}
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0 0
Para finalizar a demonstracao devemos tomar a = cos (5) eb= sen<§):

— [07236n2 (g) (G-P)G+ (cos2 (g) — sen? (g))ﬁ+ 2cos(g) sen(%)d xﬁl

= [0, (1— cos(0))(q-p)q+ cos(B)p+ sen(f)g x ]31

]

0 0
Observacao 4.12. Vale destacar que a escolha de a = cos 5) eb = sen(ﬁ) fou

proposital, pois isso corrige o problema do angulo duplo nas rotagoes. Caso fosse escolhido
o dngulo 0 na formula sem dividi-lo na metade, teriamos como resultado sempre o dobro

das rotagoes desejadas.

A demonstracdo de ¢~ 'pg, ou seja a formula para rotacdo horaria é feita de forma

analoga. Deixaremos a cargo do leitor realizé-la.

Algo que pode nos intrigar é: seréa que o produto entre quatérnions altera a mag-
nitude do vetor resultante? De fato, o produto altera a norma do vetor, mas se o vetor

for unitario a sua norma sera conservada.

Demonstra¢ao. Considere P um ponto, vamos girar esse ponto sobre um angulo 6 qual-

quer. Entao:

lapg™'l = llapllllg "]
= llallllpllg |-

il

Perceba que ||q|| = ||¢”"||. Além disso, sabemos que ¢ é um quatérnio normalizado, ou

seja, possui norma igual a 1, portanto:

llapa™1I = Nallllpllla~"l
=l
Logo, concluimos que de fato a magnitude do vetor é conservada. O]

4.2.2 Aplicando rotacoes no espaco

Vocé pode se perguntar, por que utilizar quatérnions para realizar rotacoes? Sera

que nao existem outras formas mais simples? De fato, ha outras formas de girar pontos ou
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objetos, um exemplo disso sao os angulos de Euler, pois através deles também podemos
realizar rotagoes. Contudo, o seu uso pode se tornar ineficiente quando aplicamos rotacoes
sucessivas no angulo de Euler surge um problema chamado Gimbal Lock, se trata da perda
de um grau de liberdade, também conhecido como bloqueio de cardano. O Gimbal é um
dispositivo semelhante ao giroscopio, ele tem a funcao de informar aos pilotos qual a
orientacao de um aviao referente ao solo. O problema do Gimbal Lock incomodou muitos
animadores de softwares 3D, pois uma das formas de evita-lo era nao utilizando rotacoes.
Deste modo, o uso de quatérnions se tornou uma solucao para os animadores, visto que
ao utilizarmos quatérnions é possivel rotacionar um ponto sobre qualquer eixo arbitrario,
sem que o problema do Gimbal Lock atrapalhe. Vale ressaltar que o uso de quatérnions
tem se destacado frequentemente nas areas da roboética, computacao grafica, aviagao,

engenharia, medicina etc.

Agora que ja foi determinada a férmula para girar pontos através de quatérnions
podemos aplicé-la. Vale ressaltar que o espaco tridimensional sera representado de uma
forma diferente do comum quando comparado aos livros nacionais, pois os eixos x, y € z
sao trocados. No primeiro exemplo temos o ponto P(2, 0, 0), vamos rotacionar o ponto P
em 45° ao redor do quatérnio unitario § = (0, k;) no sentido anti-horario. Vamos aplicar

a formulas:

™t = [0.(1= cos@) (a- P+ cos®)+ sen(®)(d % )

= 0,?(2,0,0) + ?(0,2,0)]

_ o, (ﬁ,o,o) n (0, V2, o)]
- o V2i + \/27}.

Observacao 4.13. Perceba que ¢ € um quatérnio puro e unitdrio, pois € uma condi¢do
necessdria para a realizacdo de rotagoes. Além do mais, o ponto P € transformado em
um quatérnio puro sendo operado com quatérnio de norma unitdria e seu conjugado, iSSo

tudo € resumido em uma unica formula.



4.2 Rotagoes de quatérnions 58

Figura 9: Rotacao anti-horaria de 45°.

b v

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ao observar o gréafico temos o quatérnio unitario ¢ que é representado pelo vetor
roxo. Neste sentido, a partir do ponto P’ vamos rotacioné-lo em 135° para que complete

um angulo de 180°. Primeiramente realizaremos os célculos:
2 2
wirt = |0 (vavaa) + P (~vava)

= [0.(-1.-1,0) + (-1,1,0)|
= [0,—2d].

Observe o grafico abaixo:

Figura 10: Rotagao anti-horaria de 135°.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora vamos realizar o caminho no sentido oposto, ou seja, no sentido horario
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girando o ponto em 180° a partir do ponto P”. Ao efetuar os calculos, temos:

¢ pg = [0, (1 — COS(Q)) (q ﬁ)d + cos(0)p — sen(0) ((j X ﬁ)}
_ [0, (—1)(—2,0,0)]
= [0,2i].

Figura 11: Rotagao horaria de 180°.

)

Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, retornamos ao ponto P(2,0,0) através do giro realizado plano XY. Veja

também a representacao do grafico em duas dimensoes.

Figura 12: Representacao no plano cartesiano.

v,
2 —_4
1 —_4
P// u// o = 1&()0 P
o i 5 t v 4 >
-2 -1 0 1 2 X

Fonte: Elaborado pelo autor.

Realizamos os primeiros exemplos utilizando o quatérnio centrado na componente
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7, de modo ficasse claro o deslocamento do ponto ao redor do quatérnio. Agora pode-
mos apresentar o caso de um quatérnio que nao se encontra em X, Y ou Z. Entao, seja

~

1 1
q = —1+ —= —k:) P(1,—=,0) um quatérnio unitario e um ponto respecti-
( V3 \/_ V3 V3

vamente, a partir dos mesmos iremos girar esse ponto em 180° no sentido anti-horario.

- () (e
) )

_ <6+2\/§ 6423 6+2\/§)+(_1’—_1 o)]

9 9 9 V3
B _o <6+2\/§—9 6 +2v/3 — 33 6+2\/§>]

9 ’ 9 ’ 9

2W3—-3. 6—+v3. 6+2V3
9 1+ 9 7+ 9 .

Observe o gréfico abaixo e perceba que o ponto P deu meia volta ao redor de 4.

Figura 13: Rotagao anti-horaria de 180°.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Partindo do ponto P’ vamos voltar ao ponto P ao aplicar mais um giro de 180°.

Ao efetuar os calculos, temos:

1 1 1 2v/3 -3 6—3 6+2V3
-1 _ 2 - . ~ _1 —
apq 0, (( et 3) ( T 9 g >>q+( )P

Sl
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ol (2vB-3 6-v3 6423\ /1 1 1Y\ _
0’2< V3 93 | 93 )(ﬁ’ﬁ’ﬁ)_p]

_ '0’2<9+3¢§)<1 1 1)+(—2\/§+37—6+\/§7—6—2\/§>]

PN\ B 9 g 9
|y of0r3vB 943V8 9+3v3 (2343 643 623
N ’ 2T 721 27 9 ' 9 9

B _0 18 +6v/3 18+ 6v3 18+ 6v3 N —6v3+9 —18+3v3 —18—6V3
o2t 7 2r 2T 27 721 727

R 18+6\/§—6\/§+918+6\/§—18+3\/§0>]

27 27
[ V3
— lo.[{1,X2 0
) 737
'0.+1 }
= 0+ —=7].
I V3’

Apos todos os calculos podemos concluir que fato o ponto P realizou uma volta completa
de 360°, primeiramente fez meia volta chegando a P’ e depois realizou mais 180°. Veja a
imagem abaixo que mostra o vetor quatérnio e deslocamento dos pontos sendo visto por

cima.

Figura 14: Visualizacao da parte superior.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 Proposta didatica

A geometria e a trigonometria sao disciplinas matemaéticas fundamentais para o
estudo da fisica e da engenharia, além de serem aplicadas em diversos outros campos. No
entanto, muitos estudantes do ensino médio podem achar esses temas abstratos e dificeis
de compreender. Nesse sentido, a utilizacao de ferramentas e conceitos mais avancados,
como os quatérnions de rotagao, pode ser uma maneira eficaz de engajar os alunos e
tornar o aprendizado mais dindmico e interessante. Os quatérnions de rotagao sao uma
extensao dos numeros complexos e sao amplamente utilizados em aplicagoes préaticas,
como a animacao 3D, a roboética e a navegacao espacial. Porém, apesar de sua relevancia,
muitas vezes esses conceitos sao deixados de lado nos curriculos escolares. Assim, essa
proposta didatica busca apresentar de forma clara e acessivel o conceito de quatérnions
de rotagao e como utiliza-los, por meio de atividades interativas e exemplos praticos. O
objetivo é despertar o interesse dos alunos por esses temas e prepara-los para enfrentar

desafios cada vez mais complexos no futuro.

1. Introducgao:

Comece explicando a importancia dos quatérnios na matemaética, na fisica e na
computacao grafica. Explique brevemente a historia dos quatérnios e por que eles

foram inventados.

(a) Apresentagao dos objetivos da aula.

(b) Explica¢do sobre a histéria e a importancia dos quatérnios na matemaética,

fisica e computacao grafica.
(¢) Desenvolvimento de uma atividade para identificar conceitos prévios dos alunos
sobre ntmeros complexos e vetores.

2. Conceitos basicos:

Explique o que sao quatérnios e como eles sao diferentes dos niimeros complexos.
Explique que um quatérnio é composto por quatro partes: uma parte escalar e trés

partes vetoriais.



& Proposta diddtica 63

(a) Definigdo de quatérnions.
(b) Explicacao sobre a diferenga entre os niimeros complexos e quatérnions.

(c) Representagao dos quatérnios em termos de partes reais e imaginarias, mos-

trando como esses componentes sao combinados.

(d) Demonstragao sobre a relagdo dos quatérnios com rotagoes em trés dimensdoes.
3. Representacao grafica:

Mostre aos alunos como os quatérnios podem ser representados graficamente usando
uma esfera unitaria. Explique como as rotagoes podem ser representadas por qua-

térnios.

(a) Apresentagao da esfera unitaria como modelo para representagao dos quatér-

nios.

(b) Explicacao sobre a interpretagao geométrica dos quatérnios em termos de pon-

tos da esfera.

(c) Demonstragao de como os quatérnios podem ser usados para representar rota-

¢oes no espaco tridimensional.
4. Calculos basicos:

Ensine aos alunos como realizar operagoes basicas com quatérnios, como adigao,
subtracao, multiplicacao e inversao. Faca exemplos praticos e explique por que

essas operagoes sao importantes.

(a) Adigao e subtragao de quatérnios.
(b

Multiplicacao de quatérnios.

)
)
(¢) Propriedades dos quatérnios, como comutatividade e associatividade.
(d) Inverso de um quatérnio.

)

(e) Aplicagoes de quatérnios na computagao grafica.
5. Aplicagoes:

Explique algumas das aplicagoes dos quatérnios, como na rotagao de objetos 3D em
computacao grafica e na fisica quantica. Faga exemplos praticos e mostre como os

quatérnios sao usados em situacoes reais.

(a) Desenvolvimento de uma atividade para demonstrar como quatérnios sao usa-

dos em animagoes tridimensionais.
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(b) Demonstragao de como quatérnios sao usados para representar movimentos em

jogos.
(c) Explicagao sobre como quatérnios sao usados na fisica, em particular na me-
canica quantica.

6. Exercicios:

Proponha exercicios para os alunos resolverem, aplicando os conceitos e as operagoes
que foram ensinados. Inclua exemplos de aplicagoes praticas para que os alunos
possam ver como os quatérnios sao usados na vida real.
(a) Realizagao de exercicios para fixa¢do dos conceitos aprendidos.
(b) Desenvolvimento de problemas para solugdo em grupo ou individual.
(c¢) Trabalhos com exemplos praticos de aplicagoes dos quatérnios em jogos e em
animagcoes tridimensionais.

7. Avaliacao:

Faca uma avaliacao para testar o conhecimento dos alunos sobre os quatérnios.
Inclua questoes sobre conceitos bésicos, calculos e aplicacoes.
(a) Desenvolvimento de testes para avaliacdo do desempenho dos alunos.

(b) Realizacao de trabalhos individuais ou em grupo para aplicagdo dos conceitos

aprendidos.

(c¢) Aplicagao de simuladores para representagao de rotagoes em 3D.
8. Conclusao:

Conclua a aula enfatizando a importancia dos quatérnios na matemaética, na fisica e
na computacao grafica. Incentive os alunos a continuar aprendendo sobre o assunto

e explorando as aplicagoes dos quatérnios em suas areas de interesse .

(a) Discussao sobre as aplicagoes dos quatérnios no mundo real.

(b) Reflexao sobre como os quatérnios podem ser usados em diversas areas, desde

animacoes de jogos até robdtica e fisica.

(c¢) Estimular a curiosidade dos alunos a explorar mais sobre o assunto, recomen-

dando fontes de leitura e pesquisa.
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Esta proposta didatica pode ser adaptada conforme as necessidades e o nivel de
conhecimento dos alunos. O objetivo é proporcionar uma introdugao clara e acessivel aos
quatérnios e suas aplicacoes, incentivando os alunos a explorar esse fascinante campo da

matematica e da fisica.



6 Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos brevemente o contexto histérico a partir dos ntimeros
complexos, dando destaque as dificuldades enfrentadas pelos matematicos que lutaram
para que eles fossem aceitos na matematica, visto que foram necessarios muitos anos
de estudos e contribuigoes feitas por grandes matematicos daquela época. Neste sentido,
vimos que apo6s o reconhecimento dos niimeros complexos, a descoberta de que era possivel
realizar rotac¢oes no plano complexo motivou Hamilton a generalizar os nimeros complexos
no espaco, consequentemente, assim iniciou o estudo do conjunto chamado de quatérnions,
assim encerrando a contextualizacao historica. Além disso, construimos o conjunto dos
quatérnions detalhando suas operacoes e propriedades, bem como mostramos como utiliza-
las, sempre evidenciando a sua grande importancia. Por fim, demonstramos a férmula
necessaria para rotacionar um ponto ao redor de um eixo arbitrario através de quatérnions
de rotacao, tendo em vista que é uma aplicagao muito poderosa e frequentemente utilizada
na computagao grafica e em muitas outras areas. Deste modo, também mostramos como
utilizar os quatérnions através de exemplos acompanhados de graficos para facilitar na sua
compreensao. Com esse trabalho buscamos apresentar os quatérnions de forma simples e
introdutoria, pois ¢ um assunto desconhecido por muitos estudantes da matematica, além
de possuir poucos materiais nacionais disponiveis. Omitimos a utilizagao de matrizes no

estudo de quatérnions, sendo ela uma possibilidade de estudo no futuro.
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Apéndice

Neste apéndice destacamos brevemente apenas as principais propriedades e identi-
dades da Geometria Analitica que foram utilizadas ao logo do texto, tendo em vista que

elas sao essenciais para compreensao deste trabalho.

Teorema 6.1. Propriedades do produto escalar

(Py) Propriedade imediata

(Py) Comutatividade

(Ps) Distributividade

(Py) Multiplicag¢ao por escalar

(Ps) Norma ao quadrado

Teorema 6.2. Propriedades do produto vetorial

(P1) Nulidade

UuxXu=0
(Py) Anticomutatividade
UXT=—UX1U
(Ps) Distributividade
Ux (T+w) = (Ux7)+ (dx )
(T4 7) x @ = (@ x &)+ (T x D)
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Teorema 6.3 (Produto misto). Seja u, v e w trés vetores, ao realizar o produto misto i -
(U x W) teremos com resultado um nimero real. Denotamos produto misto como (17, U, u7)

Propriedades do produto misto:

(P1) Produto misto nulo:

Se dois vetores sao colineares, um vetor for nulo ou os trés vetores sao coplanares.

(Py) Independe da ordem circular:
(ﬁ, U, u_f) = (U, W, ﬁ) = (u_f, u, 17).
Seu sinal € alterado, caso mude a posicao de seus vetores consecutivos:
(1_[, U, EJ’) = —(17, u, d)’)

Propriedade ciclica:

Teorema 6.4 (Duplo produto vetorial). Podemos decompor o duplo produto vetorial na

diferenca de dois vetores.



