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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal estudar o latus rectum das se¢des cOnicas, elipse,
pardbola e hipérbole, abordando sua definicdo, propriedades e constru¢des geométricas. Embora
seja um elemento significativo para a compreensdo das conicas, o latus rectum € raramente tratado
em materiais didaticos convencionais, tanto no Ensino Médio quanto no Ensino Superior. Para
suprir essa lacuna, realiza-se uma pesquisa qualitativa de carater exploratério, fundamentada em
fontes histdricas e bibliograficas, com destaque para a obra de Apoldnio de Perga e os manuais de
geometria analitica contemporanea. Além da base tedrica, o trabalho propde a construgdo grafica
do latus rectum por meio do software GeoGebra, com o intuito de favorecer a visualizagcdo e
facilitar o processo de ensino-aprendizagem. A utilizagdo dessa ferramenta tecnoldgica visa
tornar os conceitos mais acessiveis, dinamicos e interativos, aproximando a teoria matematica da
prética educacional.

Palavras-chaves: secdes cOnicas; latus rectum; geogebra; ensino de matemaética; geometria
analitica.



ABSTRACT

This study aims to investigate the latus rectum of conic sections, ellipse, parabola, and hyperbola,
by addressing its definition, properties, and geometric constructions. Although it is a significant
element for understanding conic curves, the latus rectum is rarely discussed in conventional
textbooks, both at the high school and undergraduate levels. To address this gap, a qualitative
and exploratory research was conducted, based on historical and bibliographic sources, with
emphasis on the work of Apollonius of Perga and modern analytical geometry manuals. In
addition to the theoretical foundation, this study proposes the graphical construction of the latus
rectum using the GeoGebra software, aiming to enhance visualization and facilitate the teaching
and learning process. The use of this technological tool seeks to make mathematical concepts
more accessible, dynamic, and interactive, thus bridging theory and educational practice.

Keywords: conic sections; latus rectum; geogebra; mathematics teaching; analytic geometry.
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1 INTRODUCAO

As secdes conicas ocupam um papel central na histéria da matemdtica, com aplica¢des
que atravessam séculos e disciplinas. Desde a Antiguidade, essas curvas despertaram o interesse
de matematicos por sua elegancia geométrica e pelas multiplas possibilidades de aplicagdo pratica.
Dentre os elementos notdveis dessas curvas, o latus rectum se destaca como um parametro que
descreve a abertura e a simetria em torno do foco, embora ainda seja pouco explorado nos
curriculos tradicionais do Ensino Médio € mesmo em cursos de graduacgio.

A investigacdo sobre o latus rectum das conicas encontra respaldo histdrico nos tratados
de Apolonio de Perga (c. 262-190 a.C.), especialmente em sua obra As Conicas, onde o autor
sistematiza e aprofunda o estudo dessas curvas, demonstrando que € possivel obter elipses,
parabolas e hipérboles a partir do corte de um tinico cone por diferentes planos (BOYER, 1996).
A ele também se atribui a introdu¢@o do termo latus rectum, que em latim significa “lado reto”,
e que se refere a corda que passa pelo foco e € perpendicular ao eixo principal da conica. As
contribuicdes de Apolonio langaram as bases da geometria analitica e influenciaram mateméticos
como Kepler, Fermat e Newton, cujas descobertas foram fundamentais para avancos em areas
como astronomia, fisica e engenharia.

Apesar de sua importancia histérica e matemadtica, o latus rectum nao recebe atencao
significativa em livros didéticos ou no ensino formal. Nesse sentido, este trabalho tem como
objetivo central apresentar e analisar esse elemento geométrico de forma didética e acessivel,
explorando sua defini¢ao, propriedades e métodos de construgao. Para tanto, utilizamos como
referéncia os fundamentos tedricos presentes nas obras de Boyer (1996), Steinbruch e Winterle
(1997), além de outros autores que tratam das cOnicas sob uma perspectiva historica e analitica.

Com o intuito de tornar o estudo mais visual e interativo, recorre-se ao uso do software
GeoGebra, que permite a construcao e manipulacdo gréfica das curvas e de seus elementos
notdveis. Acredita-se que a utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas, aliada a uma fundamentacao
tedrica sOlida, possa facilitar o processo de ensino-aprendizagem e estimular o interesse dos
estudantes pela geometria cldssica e suas aplicagdes contemporaneas.

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos, além desta introdugdo. No capitulo
2, apresenta-se um panorama historico sobre as secdes cOnicas, com destaque para a obra de
Apolonio de Perga. O capitulo 3 descreve cada uma das cOnicas, suas propriedades geométricas e
equacdes. Por fim, o capitulo 4 € discutido o latus rectum, com defini¢do, deducdo das férmulas e
analise em cada cOnica, além de apresentar a construgdo do latus rectum no ambiente GeoGebra,

demonstrando o potencial da ferramenta para o ensino da geometria analitica.
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2 CONTEXTO HISTORICO

Este trabalho tem inicio com uma abordagem histdrica sobre as se¢des conicas. Para
1sso, utiliza-se como principal referéncia a obra Histéria da Matemdtica, de Carl B. Boyer, a
qual contém um capitulo dedicado exclusivamente aos oito livros escritos por Apolonio de Perga,
intitulados As Cénicas.

Durante o primeiro século da Idade Helenistica, trés matematicos se destacaram dos
demais: Euclides, Arquimedes e Apoldnio. Gracas a relevancia de suas contribui¢cdes, esse
periodo ficou conhecido como a “idade durea” da matemadtica grega.

Sobre a vida de Apolonio de Perga (262—-190 a.C.), ha poucos registros disponiveis.
Sabe-se, no entanto, que nasceu durante o reinado de Ptolemeu Evérgeta e faleceu sob o reinado
de Ptolemeu Filopétor. Acredita-se que tenha estudado em Alexandria com os sucessores de
Euclides, e em Pérgamo, onde conheceu Eudemo, a quem dedicou os trés primeiros livros de As
Conicas.

Segundo (BOYER, 1996), devido ao seu vasto conhecimento e as contribui¢des significa-

tivas para a geometria, Apolonio ficou conhecido como “o grande gedmetra”.

O tesouro consistindo em grande parte de obras de Apol6nio, consequentemente
deve ter incluido muito do que hoje chamamos de Geometria analitica; foi com
razdo que Apolo6nio, ndo Euclides, mereceu dos antigos o nome de “O Grande
GeoOmetra”. (BOYER, 1996)

Segundo (BOYER, 1996), a obra de Apoldnio de Perga é composta por oito livros, dos
quais apenas o ultimo foi perdido. Os quatro primeiros constituem um complemento as obras
de Menaecmo, Aristeu, Euclides e Arquimedes, matemdticos que ja haviam estudado as sec¢oes
cOnicas antes de Apolonio. Os demais livros apresentam material original, funcionando como
uma extensdo dos anteriores. Neles, Apolonio introduziu novos métodos, descobriu e demonstrou
diversos teoremas, e praticamente esgotou as conclusdes geométricas relativas as secdes conicas.

Ainda de acordo com (BOYER, 1996), as secdes cOnicas ja eram conhecidas havia
aproximadamente um século e meio quando Apoldnio redigiu seu célebre tratado sobre essas
curvas. Embora ja existissem escritos sobre o tema, como os de Aristeu e Euclides, a obra de
Apolonio veio a se consolidar da mesma forma que Os Elementos, de Euclides, substituindo
textos anteriores. O mesmo processo ocorreu com As Cdénicas, que superaram as obras anteriores
sobre o assunto, inclusive as de Euclides.

E importante destacar que Os Elementos, de Euclides, e As Conicas, de Apoldnio, sdo
consideradas até hoje as mais influentes obras nos campos da geometria plana e analitica, cujas
proposi¢des permanecem em uso na matematica contemporanea.

Cada um dos oito livros da obra trata de uma teoria ou demonstrac¢ao relacionada as

secdes conicas. O Livro I apresenta uma introdu¢do com a motivacao de Apoldnio para escrever

4 Disponivel em: https://www.somatematica.com.br/biograf/apolonio.php
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Figura 1 — Apoldnio (262 - 190 a.C.)
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a obra, além de conter os métodos de geragdo das trés secdes conicas. Nesse livro, ele demonstra
que € possivel obter as trés secoes (elipse, pardbola e hipérbole) a partir de um unico cone, nao
sendo necessdrio utilizar trés tipos distintos de cones circulares retos. E também nesse volume
que Apoldnio estabelece a defini¢do de cone circular que permanece em uso até os dias atuais.

O Livro II aborda principalmente os conceitos de assintotas, eixos e didmetros. Nele,
Apolonio demonstra como tracar tangentes a uma cOnica utilizando o teorema da divisao
harmonica.

De acordo com (BOYER, 1996), Apol6nio tinha especial aprego pelo Livro III, o que se

evidencia no prefacio geral de As Cénicas, onde escreve:

O terceiro livro contém muitos teoremas notaveis, uteis para a sintese de lugares
solidos e determinacdo de limites; a maior parte e os mais bonitos desses
teoremas sdo novos e, quando os descobri, observei que Euclides ndo tinha
efetuado a sintese do lugar com relag@o a trés ou quatro retas, mas s6 uma parte
casual dela e ndo bem sucedidos: pois a sintese ndo poderia ser completada sem
minhas descobertas adicionais. (BOYER, 1996)

O Livro III retine mais de cinquenta proposicdes cuidadosamente enunciadas, todas
demonstradas por meio de métodos sintéticos. J4 o Livro IV apresenta teoremas inéditos até entdo,
nao discutidos por matematicos predecessores de Apolonio. Esse volume trata das diferentes
formas pelas quais as sec¢des de um cone podem ocorrer, aborda a divisao harmonica de retas e

demonstra que duas cdnicas nao podem se interceptar em mais de quatro pontos.
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O Livro V evidencia o grau de sofistica¢do alcancado por Apolonio, ao tratar de temas
como retas maximas e minimas tracadas em uma cOnica, bem como teoremas sobre tangentes
e normais as secdes conicas. Tais conceitos, segundo (BOYER, 1996), revelam uma intuicio
geométrica notdvel, com implicagdes que mais tarde se mostrariam fundamentais para o estudo
das orbitas planetdrias. Esse conhecimento, inclusive, viria a fornecer base para os principios
formulados por Newton, que, por sua vez, possibilitaram a realizacdo de feitos como a viagem
de ida e volta a Lua.

O Livro VI dedica-se a andlise da semelhanga entre cOnicas, contendo proposi¢des sobre
segmentos de mesma medida ou de medidas distintas. No Livro VII, Apolonio retoma o estudo
dos didmetros conjugados, ampliando a discussdo com novas proposi¢des sobre didmetros de
seccgoes e figuras nelas descritas.

Por fim, o Livro VIII, atualmente perdido, acredita-se que tenha sido uma continuacao
do tema dos diametros conjugados, dado que alguns teoremas abordados anteriormente ficaram
incompletos.

Figura 2 — Capa do Livro de Apolonio
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Antes de Apolonio, as cOnicas eram obtidas como secdes resultantes de trés tipos
distintos de cones circulares retos, cujos angulos nos vértices eram diferentes entre si, sendo
classificados como obtuso, agudo ou reto. Cada tipo de secdo codnica correspondia ao corte
realizado por um plano perpendicular a reta geratriz do cone.

Por meio da semelhanca de tridngulos em representagdes planas, era possivel gerar
geometricamente cada tipo de cone, e, consequentemente, cada uma das curvas, elipse, pardbola
e hipérbole, surgia a partir dessas diferentes configuragdes geométricas.

Apoldnio demonstrou que, para a obtencdo das se¢des cOnicas, ndo era necessirio
utilizar um cone circular reto; a sec¢ao poderia ser realizada em um cone obliquo ou escaleno.



16

Além disso, provou que ndo era preciso empregar trés cones diferentes para gerar cada curva,
pois um tnico cone, submetido a cortes por planos com diferentes inclinagdes em relacdo ao seu
eixo, seria suficiente para produzir as trés se¢des: elipse, pardbola e hipérbole.

Foi também Apoldnio o responsdvel por nomear essas curvas, cujas designagdes foram
posteriormente adotadas pelos pitagdricos em suas aplicagdes na teoria das dreas. A etimologia
desses termos remete a conceitos geométricos da época. Assim, quando os pitagdricos faziam a
base de um retangulo ficar sobre um segmento retilineo de modo que uma extremidade dessa
base coincidisse com uma das extremidades do segmento, diziam que tinham um caso de elipse,
parabola ou hipérbole, conforme a referida base fosse menor do que o segmento, com ele
coincidisse ou o excedesse. E observamos que a razdo dessas designagdes estd na propria
significacdo dos termos, pois elipse quer dizer falta, pardbola corresponde a igual e hipérbole

exprime €XCESSO.

Figura 3 — Tlustracao das origens etimoldgicas das cOnicas.

(a) Elipse (b) Parabola (c) Hipérbole

Fonte: Autor

Além disso, Apoldnio trabalhou com o conceito de cone duplo e formulou a definicao
de cone circular que permanece vélida até os dias atuais:
Se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando por um ponto fixo,
mover-se ao longo da circunferéncia de um circulo que ndo estd num mesmo
plano com o ponto de modo a passar sucessivamente por cada um dos pontos

dessa circunferéncia, a reta mével descreve a superficie de um cone duplo.
(BOYER, 1996)

Conforme a definicao apresentada por Apolonio, pode-se considerar duas retas, r € 7,
que possuem um ponto em comum, V, denominado vértice. Ao rotacionar uma dessas retas
em 360° ao redor da outra, obtém-se a figura de um cone duplo, como ilustra a Figura 4. Essa
construcdo geométrica permite compreender como as secdes conicas podem ser geradas a partir
da intersecdo de planos com essa superficie continua.

Apoldnio aplicou os novos nomes as secdes cOnicas em um contexto geométrico
inovador para sua época. Utilizando conceitos que hoje s@o associados a linguagem algébrica,
estabeleceu distingdes entre as curvas com base em propriedades de areas. A forma moderna e
familiar da equacio de uma pardbola com vértice na origem é dada por y> = Lx, onde [ representa
o latus rectum. Da mesma forma, considera-se que, para curvas com vértice na origem, a elipse
corresponde 2 inequacgdo y? < Ix, e a hipérbole, a inequagdo y> > Ix.

Partindo da andlise de um cone duplo, com vértice comum, Apolonio tratava as duas

folhas da hipérbole como componentes de uma tnica curva. Na primeira proposicao de sua obra,
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Figura 4 — Geragao de um cone duplo a partir da rotacdo de uma reta
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Fonte: GOMIDE, Neres Fernando, 2015

estabeleceu as relagdes entre as se¢des cOnicas por meio de métodos geométricos baseados em
areas. Introduziu um parametro, que atualmente chamamos de latus rectum, representado por

um segmento AR, perpendicular ao eixo AB da conica e passando pelo vértice.

Figura 5 — Demonstracao da equacdo Pitagérica

0

Elipse Parabola
Fonte: RODRIGUES, Francisco Bezerra, 2021

A esse parametro, Apoldnio associava um retangulo AQ, sendo Q a proje¢ao ortogonal
de um ponto P da conica sobre o eixo, e a drea desse retangulo dada por (PQ)?. De acordo com
a relacdo entre essa drea e o parametro AR, a curva era classificada: se o retangulo excedia AR,
tratava-se de uma hipérbole; se coincidia, era uma pardbola; se ficava aquém, era uma elipse.

E notdrio que as descobertas de Apoldnio exerceram influéncia fundamental em diversas
areas do conhecimento na atualidade. Seus estudos sobre as se¢des conicas possibilitaram
avancos significativos, como a compreensao das Orbitas planetérias, tendo Kepler demonstrado
que os planetas descrevem trajetorias elipticas ao redor do Sol. Além disso, as curvas cOnicas
desempenham papel crucial em diversos campos cientificos e tecnoldgicos, incluindo a fisica, a

astronomia, a economia e a engenharia, entre outros.
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3 SECOES CONICAS

No século XVII, os matematicos franceses Pierre Fermat e René Descartes trabalharam
independentemente e tiveram a ideia de atribuir coordenadas as equagdes. O primeiro a publicar
suas ideias foi René Descartes, em 1637, como um apéndice de sua obra filoséfica O Discurso
do Método, em um capitulo chamado Géométrie. Por esse motivo, ele é considerado o fundador
da Geometria Analitica.

Em 1650, o matematico Frans van Schooten, de Amsterda, preparou uma edi¢ao
comentada da Géométrie, explicando em suas préprias palavras o que entendia da teoria de
Descartes. Essa edi¢@o foi a que se tornou conhecida, ganhou aceitag@o entre os matemdticos da
época e influenciou o desenvolvimento da matematica.

Nos primeiros anos, o uso dos eixos cartesianos x e y era diferente do atual; por exemplo,
os eixos nem sempre eram tragados de forma perpendicular, e era raro o uso de nimeros negativos.
A versao definitiva dos sistemas de coordenadas, tal como os utilizamos hoje, deve-se a Isaac
Newton, que calculou diversos graficos de equagdes de terceiro grau.

As curvas chamadas conicas (circunferéncia, pardbola, elipse e hipérbole) recebem esse
nome devido a forma como sao obtidas: por meio de diferentes cortes (secoes) em um cone
circular reto. Essas curvas foram estudadas na Antiguidade por Apoldnio de Perga (262-200
a.C.), que viveu no século IT a.C.

Foi também Descartes quem demonstrou que as se¢Oes conicas de Apoldnio estido

contidas em um dnico conjunto de equagdes quadraticas:
Ax? —I—Bxy-l—Cy2 +Dx+Ey+F =0

Como as secdes cOnicas incluem as circunferéncias dos antigos astronomos, as elipses de
Kepler e as pardbolas usadas por Galileu para descrever a trajetéria de projéteis, essa descoberta
de Descartes tornou-se uma ferramenta poderosa para os fisicos. Sem ela, o trabalho desses
estudiosos teria sido severamente limitado.

As aplicacdes dessas curvas sao muito variadas. Basta observar ao nosso redor para
encontrar objetos cotidianos e usos tecnoldgicos: rodas de bicicletas e carros, tampas de frascos
e brinquedos mecanicos. Os cabos de pontes suspensas t€ém forma parabdlica. Telescopios,
detectores de radar e refletores luminosos também possuem formatos parabdlicos.

Nos faréis dos carros, a fonte de luz € posicionada no foco da pardbola. Assim, os raios
luminosos, ao se refletirem na superficie interna do farol, saem paralelos entre si.

As orbitas dos planetas ao redor do Sol sao elipticas, com o Sol localizado em um
dos focos. A excentricidade da 6rbita da Terra em torno do Sol é de aproximadamente 0,0167.
Cometas e satélites artificiais também descrevem Orbitas elipticas. No extremo oposto, o cometa
Halley possui excentricidade muito préxima de 1. Em 6ptica e propagagao de ondas, utilizam-se

lentes elipticas. No design artistico, ¢ comum enquadrar retratos e fotografias em molduras de
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formato eliptico.
Neste capitulo, serd explorado um conjunto de figuras geométricas que compartilham

uma caracteristica comum: todas podem ser obtidas a partir do corte de um cone por um plano.
Essas curvas, conhecidas como secdes conicas, ou simplesmente conicas, possuem uma ampla
gama de aplicacOes em dreas como a fisica, a astronomia e a engenharia — desde o formato de
refletores de fardis automotivos até a descricao das Orbitas de planetas e cometas.

Serao apresentadas, individualmente, as defini¢des do cone, da elipse, da hipérbole e
da pardbola, bem como suas respectivas estruturas geométricas e equagdes fundamentais. A
abordagem serd fundamentada, principalmente, nas obras de (WINTERLE, 2002) e (WINTERLE;

STEINBRUCH, 1997), que oferecem suporte tedrico e didatico para o estudo dessas curvas cldssicas

da geometria.

3.1 SECOES DE UM CONE

Sejam duas retas e e g concorrentes, € uma reta vertical fixa e e outra reta que a

intercepta em um ponto fixo O, formando um angulo constante.

Figura 6 — Secdes do Cone duplo

;

e

Fonte: Autor

Suponha que giramos a linha g em torno da linha e de tal maneira que o angulo
permaneca constante. Logo, a superficie formada € um cone circular reto duplo e estendendo-se
indefinidamente em ambas as dire¢des. O ponto O € chamado de vértice, a reta e € o eixo do cone

e areta g € a geratriz da superficie conica. O vértice separa o cone em duas partes, chamadas
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de Naipes. Se tomarmos a interse¢do de um plano com um cone, a secao formada é chamada
de se¢des cOnicas. Desta forma, as se¢des cOnicas sdo as curvas obtidas pela intersecao de um
do cone circular reto por um plano. Obtemos diferentes tipos de se¢des conicas dependendo da
posi¢do do plano de intersecdo em relagdo ao cone e do dngulo que ele faz com o eixo vertical
do cone que nao passa pelo vértice. A intersecao do plano com o cone pode ocorrer tanto no
vértice do cone ou em qualquer outra parte do naipe, sendo abaixo ou acima do vértice. Quando

o plano corta o naipe do cone e ndo passa pelo vértice, temos as seguintes situagdes:

a) Quando o plano € paralelo a uma geratriz da superficie, a secdo é uma parabola;

b) Quando o plano ndo for paralelo a uma geratriz e intercepta uma das folhas da superficie,

a secao € uma elipse;

¢) Quando o plano ndo € paralelo a uma geratriz e intercepta as duas folhas da superficie, é

uma hipérbole.

Figura 7 — Cortes nos cones formando as conicas

Fonte: Autor

3.2 ELIPSE

A National Statuary Hall, localizada em Washington, D.C., € uma sala de formato oval
conhecida como cdmara sussurrante, devido ao efeito acustico peculiar causado por sua forma
geométrica. Nessa sala, o som se propaga de maneira especial: duas pessoas posicionadas em
pontos especificos conseguem se ouvir sussurrando, mesmo estando distantes uma da outra.
Para compreender por que esse fenomeno ocorre e onde essas pessoas devem se posicionar, é
necessario entender as propriedades geométricas da elipse.

Durante muito tempo acreditou-se que as Orbitas planetarias ao redor do Sol eram

circulares. Por volta de 1600, Johannes Kepler descobriu que elas eram, na verdade, elipticas.
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Na verdade, tecnicamente, elas sdo aproximadamente elipticas. As Orbitas dos planetas ndo sao
exatamente elipticas por causa das interacdes entre si € com outros corpos celestes.

A elipse é um tipo de se¢do cOnica, ou seja, uma curva obtida pela interse¢ao de um
plano com um cone. Essas figuras foram descobertas hd mais de dois milénios pelo matemaético
grego Menaecmo. A figura a seguir ilustra dois tipos de secdes conicas: quando o plano de corte
€ perpendicular ao eixo do cone, obtém-se uma circunferéncia; quando o plano estd levemente

inclinado em relagdo ao eixo, a intersecdo resulta em uma curva ovalada denominada elipse.

Figura 8 — Secdo de um cone que d4d uma elipse

Fonte: Autor

Uma elipse pode ser tracada manualmente utilizando um procedimento simples: fixa-se
dois alfinetes em um pedaco de papeldo e prende-se um barbante cujos comprimentos exceda a
distancia entre os alfinetes. Em seguida, fixa-se cada extremidade do barbante a um alfinete e,
mantendo o barbante esticada com um lapis, traga-se uma curva. O caminho descrito pelo lapis €

uma elipse.

Figura 9 — Desenhando uma elipse com barbante e lapis

(@) (b) (©)

Fonte: (TECHSQUARE, 2014)

Geometricamente, a elipse € definida como o conjunto dos pontos do plano cuja soma
das distancias a dois pontos fixos € constante. O comprimento do barbante representa essa

constante, enquanto os dois alfinetes correspondem aos focos da elipse.

Definicdo 3.1 (Elipse). Uma elipse é o conjunto de todos os pontos P(x,y) para os quais a soma
das distdncias a dois pontos fixos F\(x1,y1) e F2(x2,y2), chamados de focos, é uma constante k,
conforme a equagdo:

d(P,Fi)+d(P,F>) =k,
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Figura 10 — Elipse
y

Fonte: Autor

Com base nessa defini¢ao, a elipse possui elementos geométricos bem definidos que
s@o cruciais para sua caracterizagao, como ilustra a Figura 11. O eixo maior € a reta que passa
pelos focos da elipse. Os vértices sdo os pontos da elipse que se encontram sobre o €1Xo maior,
e o comprimento do eixo maior € determinado pela distancia entre esses vértices. O centro da
elipse é o ponto médio tanto entre os vértices quanto entre os focos. Perpendicular ao eixo maior
e passando pelo centro, encontra-se o eixo menor. As extremidades do eixo menor, por vezes
chamadas de co-vértices, sdo os pontos da elipse que interceptam esse eixo, € a distancia entre

elas define o comprimento do eixo menor.

Figura 11 — Elipse com centro na origem e eixo maior sobre o eixo y.

y

Vértice

* >
Extremidade do Centro Extremidade do ¥
€ixo menor €ixo menor

Fonte: Autor
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Vale destacar que qual eixo serd considerado maior ou menor depende da orientagdo da
elipse. Na elipse representada abaixo, os focos estdo localizados sobre o eixo y; portanto, este é
0 eixo maior, enquanto o eixo x € o eixo menor. Em fun¢ao disso, os vértices correspondem aos
pontos extremos da elipse sobre o eixo y, e as extremidades do eixo menor (também chamadas
de co-vértices) sdo os pontos extremos sobre o €ixo x.

A partir da defini¢do acima, podemos encontrar uma equacao para uma elipse. Iremos
encontrd-la para uma elipse centrada na origem C(0,0) com focos em Fj(c,0) e F>(—c,0), onde

¢ > 0. Suponha que P(x,y) seja algum ponto na elipse. A distdncia de F} a P é:

d(P,F) = \/(x—c)2+(y—0)2 = \/(x—c)2+y2.

Similarmente, a distincia de F, a P é:

d(P.Fy) =/ (x—(—0))2 + (y— 0)2 =/ (x+-c)2 +2.

Pela definicdo da elipse, a soma dessas distancias deve ser constante:

d(PR)+d(P.F) =k = \/(x—c)+y2 +/(x+c)2+y2 =k

Se rotularmos um dos vértices como (a,0), ele deve satisfazer a equacéo acima, ja que é um

ponto da elipse. Isso nos permite escrever k em termos de a:

\/(a—c)2+02+\/(a—|-c)2+02 = k

la—c|+|a+c| = k

Como a > c, esses valores

serdo positivos

(a—c)+(a+c) = k

2a = k

Substituindo isso em nossa equacao, agora tentaremos reescrever a equacao de uma forma mais

amigdvel:

V=242 43/ e+ = 2

(x—c)?+y* = 2a—/(x+c)*+)?

( (X—C)2+y2)2 = (20— (x+c)2+y2>2

(x—c)2+y* = 4a®> —4a\/(x+c)2+y2 + (x+¢)* +)°
X —2xc+c?+y = da* —dar/(x+ )2 +y2 4+ x4 2+ +y?
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Combinando termos semelhantes e isolando a raiz resulta em:
4ay/ (x+c)2+y? = 4a*+4xc
ar/(x+c)2+y* = a*+xc

a® ((x+c)2+y2) = a*+2a%xc +x*c?

(P +2xe+ Aty = at+2axe X
a’x* +2a%xc +a*c? + azy2 = a*+2d°xc + 1%
a’x* =P+ a2y2 = a*—d’c?
(02_02)x2+a2y2 — a2(a2_c2)
Seja b*> = a*> — ¢*. Como a > ¢, sabemos que b > 0. Substituindo b? por a® — ¢?, temos:
Pl rayt = atb?
Divida ambos os lados por
52 . y2 . a*b?
a’>  b?

Esta é a equacdo padrdo de uma elipse centrada na origem C(0,0). Normalmente trocamos a e b

quando o eixo maior da elipse € vertical, como ilustra a Figura 12.

Figura 12 — Gréficos da elipse centrada na origem

y

B1(—b,0) By(b,0) *

AI(O, 7(1)

(a) Horizontal (b) Vertical
Fonte: Autor

A tabela 1 apresenta a equacao padrdo, os vértices, os extremos do eixo menor, os focos

e o grafico para cada caso.



Tabela 1 — Elementos da elipse centrada na origem
Eixo Maior Horizontal Vertical
Equacido Padrao a—z + z—i =1 ;C—z + Z—z =1
Vértices (—a,0) e (a,0) | (0,—a)e (0,a)
Extremos do Eixo Menor | (0,—b) e (0,b) | (—b,0) e (b,0)
Focos (—=c,0)e (c,0) | (0,—c)e (0,c)

Fonte: Autor
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Nem todas as elipses estdo centradas na origem. O grafico de uma elipse assim é

um deslocamento do grafico centrado na origem, portanto, a equagao padrdo para uma elipse

centrada em (h, k) é ligeiramente diferente. Podemos deslocar o grafico & unidades para a direita

e k unidades para cima substituindo x por x — h e y por y — k, como ilustra a Figura 13, de forma

semelhante ao que fizemos ao aprender transformacdes. Assim, a forma padrao da equacdo de

uma elipse centrada no ponto C(h,k) depende de o eixo maior ser horizontal ou vertical.

Figura 13 — Gréficos da elipse centrada fora da origem

(a) Horizontal
Fonte: Autor

y

(b) Vertical

A tabela 2 apresenta a equacao padrdo, os vértices, os extremos do eixo menor, os focos

e o grafico para cada caso.
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Tabela 2 — FElementos da elipse centrada fora da origem
Eixo Maior Horizontal Vertical
Equacao Padrao x ;Zh)z + b gzk)z =1 (x gzh)z + b ;2k)2 =1
Vértices (hta,k) (h,k+a)
Extremos do Eixo Menor (h,k+b) (h£b,k)
Focos (h+c,k) (h,k£c)

Fonte: Autor

3.3 HIPERBOLE

Na sec¢do anterior, discutiu-se que os planetas possuem Orbitas aproximadamente elipti-
cas em torno do Sol. Em contraste, objetos com alta velocidade, como cometas, sdo capazes de
escapar da atracdo gravitacional solar, descrevendo uma trajetéria em formato de hipérbole. As
hipérboles sdo curvas que apresentam diversas aplicagdes praticas, como na determinacao da
localizacdao de embarcagdes, na descri¢do do formato de torres de resfriamento ou na calibragdo
de equipamentos sismoldgicos.

Anteriormente a ampla adog¢do do sistema GPS, o sistema de Navegacao de Longo
Alcance (LORAN) era empregado para determinar a localizacdo de embarcacdes. Esse método
operava com base em duas estacdes de radio, designadas A e B, que emitiam sinais simultane-
amente para o navio. A diferenca no tempo de chegada desses sinais era convertida em uma
medida de distancia, o que permitia posicionar o navio sobre uma hipérbole cujos focos eram as
estacdes A e B. Subsequentemente, um segundo par de estagdes de radio, identificadas como
C e D, também transmitia sinais simultaneos para o navio, possibilitando a determinagdo de
uma nova hipérbole com focos em C e D. O ponto P, correspondente a intersecdo entre as duas

hipérboles, indicava a localizagdo precisa do navio.

Figura 14 — Se¢do de um cone que d4 uma hipérbole

Fonte: Autor
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A hipérbole, assim como a elipse e a parabola, é outro tipo de sec@o conica, formada
pela intersecao de um plano com um cone duplo, como ilustra a Figura 14. A palavra “hipérbole”
deriva de uma palavra grega que significa “excesso”. A palavra inglesa “hyperbole” significa
exagero. Podemos pensar em uma hipérbole como uma elipse exagerada ou excessiva, uma que

foi virada do avesso.

Definicdo 3.2 (hipérbole). Uma hipérbole é o conjunto de todos os pontos P(x,y) para os quais o
valor absoluto da diferenga das distdncias até dois pontos fixos F\(x1,y1) e F>(x2,y2), chamados
de focos, é uma constante k:

d(PF) —d(P.Fy)| = k.

Assim como a elipse, a hipérbole possui elementos geométricos distintos que a caracte-
rizam. O eixo transverso € a reta que conecta os focos da hipérbole. Os vértices sdo os pontos
da hipérbole que se encontram sobre o eixo transverso, € 0 comprimento do eixo transverso é
definido pela distincia entre esses vértices. O centro da hipérbole € o ponto médio tanto entre os
vértices quanto entre os focos. O outro eixo de simetria que passa pelo centro € denominado eixo
conjugado. As duas partes separadas da curva sdo chamadas de ramos, e, por fim, uma hipérbole
¢ caracterizada por possuir duas assintotas.

De acordo com a orientagdo da hipérbole, o eixo transverso pode variar. Como ferra-
menta auxiliar para a constru¢@o do grafico de uma hipérbole, ¢ comum utilizar um retangulo
central como guia. Esse retangulo € tragado ao redor do centro da hipérbole, com lados paralelos
aos eixos coordenados, de modo que passe pelos vértices e covértices da curva. As assintotas da
hipérbole sdo representadas pelas diagonais desse retangulo, servindo como referéncia visual

para o esbogo preciso da figura.

Figura 15 — Retangulo fundamental da hipérbole e suas assintotas.

y

Covértice
®

. Vértice r
N a Foco X

Foco

Covértice

Fonte: Autor
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A partir da definicdo acima, podemos encontrar uma equagdo de uma hipérbole. Vamos
determina-la para uma hipérbole com centro na origem C(0,0), com abertura horizontal e focos
em Fi(c,0) e Fo(—c,0), onde ¢ > 0. Suponha que P(x,y) seja um ponto na hipérbole. As
distancias de P até F| e de Q até F; sdo:

dPF) = /(= e+ (-0 =[x - +y?

dPE) = /(= (=) + (y =02 =/ (x+ 2 )2

Pela defini¢do, o valor absoluto da diferencga das distancias deve ser constante:

0. R)~a(@. )] = |\l — 45—l 47 =k

Substituindo um dos vértices (a,0), podemos determinar k£ em termos de a:

‘\/(a—c)2+02—\/(a+c)2+02 = k
lla—c|—la+c|| = k
Como ¢ > a, entdao
la—cl=c—a
((c—a)=(a+c)| = k
|—2a| = k

Usando k = 2a e removendo os valores absolutos:

\/(x—c)2+y2—\/(x+c)2+y2 = +2a

(x—c)2+y?

( (x—0)2+y2)2

(x—c)* +y*

x2—2xc—|—cz—|—y2

+2a+ 1/ (x+c)% +y?
2
(iZa +1/(x+c)2+ y2)

4a® £day/ (x+ )2 +y2 4 (x+c)? +y?

!

4a* t4a\/(x+¢)2 +y2+ x>+ 2xc+ 2 +y?

—2xc 4a® +4ay/ (x+c)? +y* 4 2xc
—4xc 4a* t4a\/ (x+c)? +y?
—xc a® £ay/(x4c)2+y?

Isolando o radical e, em seguida, elevando ambos os lados ao quadrado, resulta em:



a*x* +2a*xc +a** + azy2 =

+ay/(x+c)2+y?* =

a((x+c)*+y?) =

4 ch —ax

Ay +a*? —at =

P+ () =)
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—a — XC
at + 2a*xc + x> c?

at + 2a*xc + x2c?

Seja b> = ¢2 —a*. Como ¢ > a, sabemos que b > 0. Substituindo b? por ¢* — a2, temos:

A+ 2B = b
2 2
L4l = 2
b2 a?

x2 yZ B
2 B ]

Divida ambos os lados por

a*b?

A forma padrdo de uma equag@o de hipérbole centrada na origem C(0,0) depende se

ela se abre horizontal ou verticalmente. A tabela 3 apresenta a equacao padrao, vértices, focos,

assintotas, vértices do retangulo de construcdo e o grafico para cada caso (ver figura 16).

Tabela 3 — Elementos da hipérbole centrada na origem
Abre Horizontalmente Verticalmente
2 2 2 2
~ ~ Xy yoox
Equacgdo Padrao il i 1 i i 1
Vértices (—a,0) e (a,0) (0,—a) e (0,a)
Focos (—¢,0) e (c,0) (0,—c) e (0,¢)
b
Assintotas y==+—x y= igx
a b
Vértices do Retangulo | (a,b), (—a,b), (a,—b), (—a,—b) | (b,a), (—b,a), (b,—a), (—b,—a)

Fonte: Autor
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Figura 16 — Graficos da hipérbole

_-0F(0,¢)

. A2(0,a)
d(P.F). 1"

Ai(~a,0) ¢ B2(5,0)
dPR)
N [A0—a)
0B,(0,—b) /ﬂb\
“nFl (0,—c)
(a) Horizontal (b) Vertical

Fonte: Autor

Assim como no caso das elipse, nem todas as hipérboles sdo centradas na origem. A
equagdo padrdo para uma centrada em (h, k) € ligeiramente diferente. A forma padrdo de uma
equacdo de hipérbole centrada em C(h,k) depende se ela se abre horizontal ou verticalmente.
A tabela 4 apresenta a equacdo padrdo, vértices, focos, assintotas, vértices do retangulo de

construgdo e o grafico para cada caso.

Tabela 4 — Elementos da hipérbole centrada fora da origem
Abre Horizontalmente Verticalmente
~ - x—h)>  (y—k)? AV _n2
Equacédo Padrio ( " ) = ) —1| L P L_G bzl) =1
Vértices (h+a,k) (h,k+a)
Focos (htc,k) (hk+c)
Assintotas y—k:ig(x—h) y—k==x3(x—h)
Vértices do Retangulo (h+a,k+D) (h+b,k+ta)

Fonte: Autor

A localizagdo dos focos pode desempenhar um papel fundamental em problemas de
aplicacdo envolvendo hipérboles. Para determiné-los, é necessdrio calcular a distincia do centro

aos focos, denotada por c, utilizando a equacao:
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Essa relagdo se assemelha, mas ndo é equivalente ao Teorema de Pitdgoras. Vale a pena comparar

com a equagdo usada para encontrar o valor de ¢ no caso das elipses:
g2

Ao lembrar que, para os focos estarem contidos dentro da elipse, eles devem estar localizados
antes dos vértices (isto é, ¢ < a), compreende-se por que a subtracdo ocorre na ordem a” — 2.
Por outro lado, no caso das hipérboles, os focos devem estar além dos vértices (isto é, ¢ > a), o

2

que justifica a necessidade de subtrair a? de ¢2, ou seja, utilizar ¢* — a®. Trata-se, portanto, da

operacgdo oposta aquela realizada no caso das elipses.

3.4 PARABOLA

Em uma secdo anterior, foi apresentado que as elipses possuem uma propriedade
geométrica especial: um raio que emana de um dos focos € refletido em direc@o ao outro foco,
caracteristica que possibilita o funcionamento das chamadas camaras dos sussurros. As pardbolas,
por sua vez, também apresentam uma propriedade notdvel: qualquer raio que parte do foco é
refletido paralelamente ao eixo de simetria da parabola. Esse principio ¢ amplamente explorado
em aplicacOes tecnoldgicas. Por exemplo, refletores de lanternas utilizam superficies parabolicas
para concentrar a luz da lampada em um feixe colimado, isto €, com raios paralelos entre si. A
mesma propriedade pode ser aplicada de forma inversa, de modo que raios paralelos, como os
provenientes do Sol ou de sinais de radio, sejam refletidos em direcao ao foco da pardbola.

No campo da astronomia, essa propriedade € explorada por radiotelescopios, que
utilizam antenas com formato parabdlico para captar sinais vindos do espago. A curvatura
da pardbola garante que todos os sinais incidentes paralelamente ao eixo de simetria sejam
concentrados no ponto de recep¢ao, ou foco. Ainda que pardbolas ja tenham sido estudadas
anteriormente no contexto das fun¢des quadraticas, € importante destacar que, naquele momento,
sua interpretacdo como uma se¢do conica ainda ndo havia sido abordada. Do ponto de vista da
geometria cOnica, uma pardbola € a figura gerada pela interse¢do de um plano com um cone,

desde que esse plano seja paralelo a uma das geratrizes do cone.

Figura 17 — Se¢do de um cone que d4 uma pardabola

Fonte: Autor



32
Definicao 3.3 (Pardbola). Uma pardbola com vértice na origem é o conjunto de todos os pontos
P(x,y) do plano que estdo a mesma distdncia de um ponto fixo F (0, p), chamado foco, e de uma
reta fixa y = —p, chamada diretriz.
Figura 18 — Grafico defini¢do da pardbola

y

P(x,y)

Fonte: Autor

De modo geral, uma parabola possui um eixo de simetria, que € a reta que passa pelo
foco e é perpendicular a diretriz. O ponto em que a pardbola intercepta esse eixo de simetria é
denominado vértice. A distancia do vértice ao foco € representada por p e recebe o nome de

comprimento focal.

Figura 19 — Gréfico defini¢cdo da pardbola
y

Eixo de
simetria

Foco

Vértice

Diretriz

Fonte: Autor

A partir da definicdo apresentada, ¢ possivel deduzir a equagdo de uma pardbola.
Considera-se, para isso, uma pardbola com vértice na origem, V (0, 0), orientada para cima com
foco no ponto F (0, p) e diretriz dada pela reta y = —p. Supondo que P(x,y) seja um ponto
pertencente a parabola, a distancia de Q ao foco pode ser determinada a partir da férmula da

distancia entre dois pontos no plano.

d(PF)= \/(x—0)2+(y—p)2= \/x2+(y—p)2-
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A distancia do ponto P a diretriz € a diferenga dos valores de y:

d=y—(=p)=y+p.

Pela definicdo da pardbola, essas distancias devem ser iguais:
X2+(y—p)* = y+p
P+(y-p? = (+p)

X4y =2py+p° = Y +2py+p°
P o= 4py
Esta é a forma conica padrao de uma pardbola que se abre para cima ou para baixo
(com eixo de simetria vertical), centrada na origem. Note-se que, ao dividir ambos os lados por

4p, obtém-se uma forma mais familiar da equagdo da pardbola

Esta equagio pode ser reconhecida como uma transformacio da parabola y = x?

, comprimida
ou esticada verticalmente por um fator de %p. Utilizando um processo semelhante, € possivel
determinar a equacdo de uma pardbola com vértice na origem que se abre para a direita ou para
a esquerda. Nesse caso, o foco localiza-se no ponto (p,0), e o gréfico apresentard um eixo de
simetria horizontal e uma diretriz vertical, como ilustra a Figura 20. A forma cdnica padrao da

equacio serd y> = 4px, a qual também pode ser escrita como

A tabela 5 apresenta as equagdes padrao correspondentes, bem como o vértice, o eixo

de simetria, a diretriz, o foco e a representacao grafica para cada um dos casos.

Tabela 5 — Elementos da pardbola centrada fora da origem

Abertura Horizontal Vertical

Equagdo Padrao | (y— k)2 =4p(x—h) | (x— h)2 =4p(y—k)

Vértice (h,k) (h,k)

Eixo de simetria y=k x=h
Diretriz x=h—p y=k—p
Foco (h+p,k) (h,k+p)

Fonte: Autor
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Figura 20 — Graficos da pardbola centrada na origem

y y

(a) Com abertura para esquerda (b) Com abertura para direita
Fonte: Autor

Para pardbolas cujo vértice ndo estd localizado na origem, € possivel realizar uma
translacdo das equagdes padrdo, resultando em novas expressoes que refletem essa mudanca de
posi¢do. A forma candnica de uma pardbola com vértice em um ponto genérico (h, k) depende

da orientacdo do eixo de simetria, ou seja, se este € horizontal ou vertical.

Figura 21 — Gréficos da pardbola centrada fora da origem com abertura vertical

y y

Eixo de simetria
Eixo de simetria

Reta diretriz

Reta diretriz

(a) Abertura para cima (b) Abertura para baixo
Fonte: Autor

3.5 EXCENTRICIDADE

Nas sec¢oOes anteriores, definimos cada conica de maneira distinta, mas todas envolviam
a distancia entre um ponto da curva e o foco. Na se¢do anterior, por exemplo, a parabola foi
definida utilizando o foco e uma reta chamada diretriz. Verifica-se, no entanto, que todas as
secoes conicas — elipses, hipérboles e pardbolas — podem ser definidas a partir de uma tnica

relagdo.

Definicao 3.4 (Excentricidade). Seja uma secdo conica com foco F e vértice V, a excentricidade
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e € definida como a razdo entre a distdncia do vértice ao foco e a distdncia do vértice ao centro
C da conica:
d(V,F)

e = ————

d(V,C)

Esse valor € constante para qualquer secdo conica e pode definir a secdo conica da
seguinte forma:
a) Se 0 <e < 1, é uma elipse;
b) Se e = 1, € uma pardbola;

c) Se e > 1, é uma hipérbole.



4 LATUS RECTUM

Entre os diversos elementos geométricos que compdem as se¢des conicas, destaca-se o
latus rectum, um segmento notdvel associado ao foco da curva. O latus rectum, embora menos
conhecido do que os eixos principais ou os focos, fornece uma medida essencial relacionada a
abertura e a simetria da conica. Sua defini¢cdo e expressdo variam conforme a natureza da curva,
e seu estudo fornece uma compreensdo mais profunda sobre a geometria intrinseca de cada se¢do.
Este capitulo tem como objetivo apresentar uma andlise detalhada do latus rectum para cada
tipo de se¢do cOnica, abordando sua definicao, constru¢do geométrica, formulas especificas e

deducdes, bem como suas aplicacdes e importancia matematica.

4.1 DEFINICAO

O latus rectum € um conceito fundamental no estudo das se¢des cOnicas, abrangendo
parébolas, elipses e hipérboles. A expressdo, de origem latina, significa "lado reto"(latus = lado;
rectum = reto). Trata-se do segmento de reta perpendicular ao eixo principal da secao conica,
que passa pelo foco e tem suas extremidades localizadas sobre a propria curva.

A compreensdo do latus rectum € essencial para a andlise das propriedades geométricas
e das dimensdes dessas curvas. Esse segmento desempenha um papel relevante na caracterizagdo
dos efeitos geométricos das secdes conicas, sendo de especial importancia para elipses, pardbolas

e hipérboles. Formalmente,

Definicao 4.1. Chamamos de latus rectum de uma conica a corda focal, segmento de reta que
passa por um do(s) foco(s) da conica, de extremidade pertencentes a mesma cujo comprimento é

minimo.

Figura 22 — Latus Rectum das se¢des cOnicas

y y y

23 F x 23 F x Vv x

(a) Latus Rectum da Elipse (b) Latus Rectum da Hipérbole (c) Latus Rectum da Pardbola
Fonte: Autor

A construcdo do latus rectum varia conforme a natureza da curva (Figura 22). Na

elipse e na hipérbole, o eixo principal € definido entre os vértices e os focos, e o latus rectum é
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perpendicular a ele, passando pelo ponto focal. Ja na pardbola, cujo eixo é determinado pela
diretriz e pelo foco, o latus rectum € o segmento horizontal ou vertical (dependendo da orientagdo
da pardbola) que passa pelo foco e € perpendicular ao eixo de simetria.

A seguir, serd feita uma andlise individual para cada conica.

4.2 LATUS RECTUM DA ELIPSE

Na elipse, o latus rectum manifesta-se como uma corda interior a curva que atravessa
perpendicularmente o eixo maior no ponto focal. Sua presenca revela a espessura local da elipse
ao redor do foco, funcionando como uma régua transversal de simetria.

Seja uma elipse com eixo maior ao longo do eixo x e e focos em (+c,0), onde ¢ =
va* — b?%, cuja equagio reduzida é dada por:

[\S)
o

+==1, a>b>0,

le =

o latus rectum da elipse € o segmento perpendicular ao eixo maior, que passa por um dos focos,
e tem suas extremidades sobre a curva.

Dado que a excentricidade e de uma elipse € definida como a razdo entre a distancia
do centro ao foco ¢ € o comprimento do semi-eixo maior a, tem-se a relacdo fundamental
e = ~. A partir dessa expressdo, pode-se isolar a distincia focal em fungdo da excentricidade,
obtendo-se ¢ = ae. Essa relagdo permite determinar a posicao dos focos da elipse de acordo com
a orientacdo dos eixos. Para uma elipse centrada na origem, cujo eixo maior estd disposto sobre
o eixo x, os focos sdo localizados nos pontos F; = (—ae,0) e F> = (ae,0). Alternativamente,
quando o eixo maior estd sobre o eixo y, os focos assumem as coordenadas F; = (0, —ae) e
F>, = (0,ae). Observa-se, portanto, que a posi¢do dos focos estd diretamente relacionada ao valor
da excentricidade.

Com a posi¢ao dos focos devidamente determinada, € possivel localizar também os

extremos do latus rectum. No caso da elipse com foco em (ae,0), os extremos do latus rectum

b? b?
P (ae, —) e P (ae, ——) .
a a

De forma andloga, os extremos do latus rectum correspondente ao foco (—ae,0) encontram-se

b? b?
P; (—ae, —> e P <—ae, ——) .
a a

Ressalta-se que, neste contexto, a excentricidade e assume valores no intervalo 0 < e < 1,

sd0 0s pontos

cm

caracteristica prépria das elipses. Além disso, os pontos extremos do latus rectum e o respectivo
foco sdo colineares, de modo que a distancia entre esses extremos corresponde exatamente ao

comprimento do latus rectum.
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Figura 23 — Extremos do latus rectum da elipse

y

b? b?
P; (fae7 7) Py (ae7 ;)

FZ(_aevo) F (aevo)

b2
Py (—ae, —;)

Fonte: Autor

b2
P, (ate7 —;)

Proposicao 4.1 (Comprimento do latus rectum da elipse). O comprimento do latus rectum

associado a um dos focos da elipse é dado por

2p?
==

L

Demonstracdo. Considere o foco F = (c,0). Procuramos os pontos P = (¢,y) que pertencem 2

elipse.
2 2
a? b2
Substituindo x = ¢ na
o) ) equacdo da elipse:
c Y
2T =
Substituimos ¢? = a® — b*:
2 2 2
a —b- vy
s = 1
2 2
a b
Separa a primeira fragdo e
b2 2 simplifica:
y
1-=+2 =1
a* b2
Cancela 1 e passa para o
2 2 outro lado:
y b
Al
Multiplica ambos os lados
b 4 por b
2 p— —
yo = 2
Tira a raiz:
b2
y = £—
a

O comprimento total do latus rectum € distancia entre os dois pontos extremos, logo:

b 2b?
L=2.—=""
a a
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Essa medida ndo depende da orientacdo espacial da elipse, mas sim da relag@o entre os
eixos. O latus rectum, nesse contexto, fornece uma estimativa da curvatura local na regido focal

e estd diretamente ligado a distribui¢do de massa ou luz em aplicacdes fisicas e astrondmicas.

4.3 LATUS RECTUM DA HIPERBOLE

Diferentemente da elipse, a hipérbole € uma curva aberta composta por duas ramifica-
¢cOes simétricas em relagdo ao centro. Nessa configuragdo, o latus rectum representa a corda
perpendicular ao eixo real que passa por um dos focos e possui suas extremidades situadas sobre
a curva. Esse segmento € utilizado para mensurar a largura da abertura de uma das ramifica¢des
no ponto focal, assumindo papel importante na andlise geométrica da hipérbole.

Considere a hipérbole com centro na origem e eixo real sobre o €ixo x, cuja equagao

reduzida € dada por

x2 yZ

a b

Nessa configuragio, os focos encontram-se nos pontos F(+c,0), com ¢ = v a? + b2.

1.

O latus rectum € definido como o segmento de reta perpendicular ao eixo real que passa por
um dos focos e intersecta a curva da hipérbole em dois pontos simétricos. Para determinar as

extremidades desse segmento, seguimos o procedimento andlogo ao caso da elipse.

Figura 24 — Extremos do latus rectum da hipérbole

Y

Fz(-d@,O) F (ae,O) .

Fonte: Autor

O comprimento do latus rectum da hipérbole € definido de forma andloga ao da elipse e,
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assim como na elipse, seu valor depende dos parametros da equacao reduzida e € dado por

2
L=
a

Embora a férmula do comprimento do latus rectum da hipérbole coincida com a da elipse, sua
interpretacdo geométrica apresenta nuances distintas. Enquanto na elipse o latus rectum mede
uma largura interna ao redor do foco, na hipérbole ele representa a amplitude da curva junto ao
foco, indicando a abertura da ramificagao.

Esse segmento desempenha um papel fundamental na representacao grafica da hipérbole,
pois auxilia na constru¢do de seus ramos e de suas assintotas, além de ser particularmente
relevante na modelagem de fendmenos que envolvem trajetdrias hiperbdlicas, como aquelas

observadas na dinamica de sondas espaciais em astronomia.

4.4 LATUS RECTUM DA PARABOLA

Diferentemente da elipse e da hipérbole, que possuem dois latus rectum, um para cada
foco, a pardbola apresenta apenas um tunico latus rectum, diretamente associado ao seu foco.
Geometricamente, esse segmento € definido como uma corda que passa pelo foco, é paralelo a
diretriz e perpendicular ao eixo de simetria da pardbola. Consequentemente, em parabolas de

concavidade vertical ou horizontal, o latus rectum serd, respectivamente, horizontal ou vertical.

Figura 25 — Extremos do latus rectum da pardbola

y
y
(p.2p)
F(0,p)
(=2p,p) (2p,p)
F(p,0)
X X
(p7 _Zp)
(a) Eixo vertical (b) Eixo horizontal

Fonte: Autor

A relevancia geométrica do latus rectum reside em duas propriedades essenciais: o foco
situa-se exatamente no ponto médio do segmento, garantindo que seus extremos equidistem
do foco na direcdo perpendicular ao eixo; além disso, o foco, o vértice e os extremos do latus
rectum sao elementos colineares, reforcando a simetria intrinseca da curva.

Para pardbolas candnicas, o comprimento do latus rectum é deduzido analiticamente.

No caso da pardbola com eixo vertical y*> = 4px, com vértice em (0,0) e foco em (p,0), o latus
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rectum estd contido na reta x = p. Substituindo na equagdo, obtém-se os extremos (p,2p) e
(p,—2p), e seu comprimento é L = 4p (ver Figura 25a). Por outro lado, na pardbola com eixo
horizontal x> = 4py, com foco em (0, p), os extremos sio (2p,p) e (—2p,p), e L = 4p (ver
Figura 25b). Em ambos os casos, verifica-se que o comprimento do latus rectum (L) € igual a
quatro vezes a distancia entre o foco e o vértice, evidenciando a relagdo direta entre a abertura da
curva e sua configuracdo focal.

A existéncia de um dnico latus rectum, que emerge naturalmente da equacao candnica e
define a abertura em torno do foco, diferencia a pardbola da elipse e da hipérbole. Nestas tltimas,
os latus rectum sdo cordas acessdrias, enquanto na pardbola o latus rectum € elemento estrutural
intrinseco a sua definicao.

As implicacdes praticas do latus rectum transcendem a geometria pura. Em 6ptica,
por exemplo, ele reflete a largura do feixe de luz que, ao incidir sobre um refletor parabdlico,
reflete-se paralelamente ao eixo passando pelo foco. Em aplicacdes de engenharia (como
antenas, radares e refletores), sua dimensao determina a concentragdo e distribuicdo de energia,
influenciando diretamente a eficiéncia do dispositivo.

Conclui-se que o latus rectum € um elemento geométrico fundamental na pardbola,
sintetizando sua simetria e conectando-se diretamente ao foco e ao vértice. Sua compreensao é
essencial tanto para o esbogo preciso da curva quanto para aplicacdes tecnoldgicas que dependem

das propriedades focais das parabolas.

4.5 CONSTRUCAO DO LATUS RECTUM UTILIZANDO O GEOGEBRA

O GeoGebra € um software de matematica gratuito desenvolvido por Markus Hohenwar-
ter em 2001, com o proposito de ser utilizado em ambientes educacionais como ferramenta de
apoio ao ensino-aprendizagem em todos os niveis de escolaridade. Projetado para facilitar a
visualizacdo e manipulacao de conceitos matematicos, 0 GeoGebra tem se consolidado como
uma das principais plataformas digitais de apoio pedagdgico na drea da Matematica.

Atualmente, o software € utilizado em mais de 190 paises, estando traduzido para mais
de 55 idiomas e contabilizando mais de 300 mil downloads mensais. Conta ainda com o suporte
de 62 Institutos GeoGebra distribuidos em 44 paises, os quais t€m como objetivo promover
e auxiliar o uso do programa em contextos educacionais. Reconhecido internacionalmente,
0 GeoGebra recebeu diversos prémios de software na Europa e nos Estados Unidos, além de
ter sido instalado em milhares de laptops distribuidos em iniciativas educacionais ao redor do
mundo.

Em constante processo de atualiza¢do, o GeoGebra permite a construgdo de graficos,
tabelas, equagdes, além da resolugdo de situacdes-problema. O software pode ser acessado tanto
em versoes instaldveis quanto de forma online, o que o torna amplamente acessivel. Entre suas
funcionalidades, destacam-se as ferramentas visuais de representacdo gréfica, que possibilitam
trabalhar conteudos matemdticos sob multiplas formas — geométrica, algébrica, numérica e

simbdlica — com visualizacdes em duas e trés dimensdes. Essa versatilidade faz do GeoGebra
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um recurso valioso para a constru¢do de conhecimentos matemdticos de maneira dindmica,
interativa e significativa.
Quando acessa o programa, a tela inicial do GeoGebra, aparece a imagem abaixo, na

barra de ferramentas estd os comandos que podem ser utilizados e t€ém o espaco das equagdes:

Figura 26 — Tela inicial do Geogebra

<« c 25 geogebra.org/classic?lang=pt o = ‘

AL OO LN = _

Fonte: Autor

Para construir as Conicas utilizando a barra de ferramentas, clicar no comando em
cOnicas, tém a apresentacdo das curvas. No qual, podemos escolher qual Cdnicas escolher em

um processo simples que possibilita destacar importantes elementos.

Figura 27 — Apresentacao das conicas no Geogebra

« G % geogebraorg/classic?lang=pt w o

N s - —
BB NIo] (=) AN EIE Q =
Entrada 3 C
+ (1 ) Elipse ] C
Ne_ pios
BN Hipérbole
4
\.Parabo\a
—~ 3
Q Cdnica por Cinco Pontos
2
1
9 -8 7 -5 5 i 3 -2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-
-2
-3
@Q
4
Q
-5

Fonte: Autor

Para construcdo da Pardbola, € necessario dois elementos, a reta diretriz e o foco.
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Figura 28 — Geogebra

< G = geogebracrg/classic?lang=pt w
'R N o * a= =
X AL OR] e N e Q =
+ | Entrada.. A &
5
4
3
2
1
-9 -8 -7 -6 -5 —-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1
-2
-3
@
i
Q
0co e, depois, a diretriz 3

Fonte: Autor

Colocamos a equagdo da Pardbola, obtemos o grafico e também acrescentamos a
equacdo do Latus rectum, temos a reta do latus rectum e a diretriz. Na construc¢io da Pardbola,
abaixo, com a seta do Mousse seleciona Pardbola e escolhe a reta diretriz e o ponto para

construi-la, conforme figura abaixo:

Figura 29 — Apresentacdo do latus rectum no Geogebra da pardbola

€ G % geogebraorg/classicZlang=pt_PT a x €

DB STcl=IPANNEIRS =

@  LetusRectum : D— A \E\& H @

a=1 H

o -5 o 5 ®

Q el =s-lx H

@ e2:=1

@  Diretriz

+ Entrada... Diretriz Latus Rectum
]
o
Q

L]

Fonte: Autor

Agora com a equagdo x> = 4ay para representar o Latus rectum, basta digitar a respectiva

equagdo no campo adequado para equacdes.
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Figura 30 — Pardbola e Latus rectum

<« C  ° geogebraorg/classic?lang=pt PT a v @

D B N Cl=IPAN IR oc Q=

@  LowsRectum : [:]_ A ‘E‘Q F=\
1

o

5 — 5 (1)
Diretriz
eql: X = 4.1y

eq2: y¥'=a
Latus Rectum

+ @ @ @

Diretriz

Fonte: Autor

Para construir a Elipse a op¢do que possui Cdnicas, com o mousse vai na op¢ao Elipse,
na janela grafica, selecione dois pontos que serdo os focos da Elipse um outro ponto pertencente

a curva. E para construcdo do latus rectum, € s6 digitar a equacao equivalente.

Figura 31 — Elipse e Latus Rectum

<« C % geogebraorg/classic?lang=pt PT a v @
B P> OD 4N =8 ) =
@  LowsRecum Bl f W~ ()% : =
A = Ponto[Eixo0x)
= (2,0) ®
B = Ponto(Eixa0x) H
= (2.0 ®

Q C —(0.78, 1.28)

= 20.27xF + 93.2Ty* = 170.62 /

a=1

i L
¢ : Elipse(A,B,C) H
Latus Rectum

: I
5 — e 5 (§)
b=1 H
5 e s 5 ()
b? :
Q@ x=] : @
+ | Entrada. Q

Fonte: Autor

Abaixo, estd a Elipse construida da mesma forma que a anterior, sendo a < b.
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Figura 32 — Latus Rectum da Elipse

v B Tec - Documentos Google % (¥ GeoGebra Cléssico x o+ — X
« @ % geogebracrg/classicTlang=pt_PT a xw @

A L] e B d " a2 —
B 004N 2 e Q=
@  Lotus Rectum =p [i]_ al ()4 1 @

A = Ponto(EixoOy)

= (0.3 ®

B = Ponto(EixaOy)

= (0, -2) G)

C=(21 H
Y @n Latus Rectum

c: Elipse(A,B,C) H f
@

= 165.58x* + 65.58y° - 65.58y ~ 662.34
o a=1 :

5 ———— 5 ()

b=1 3

b — 5

a? H
@ fiy=5 : Q
+ Entrada... Q

Fonte: Autor

Para a construcdo da Hipérbole, selecione a op¢do hipérbole e de forma andloga a
Elipse, € feita a constru¢do da representacdo grafica, selecionando dois pontos de focos e um

ponto pertencente a curva.

Figura 33 — Hipérbole no Geogebra
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Para construcdo grafica do Latus Rectum da Hipérbole da equagio — — i 1, s6
a

digitar a equacdo.
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Figura 34 — Latus Rectum na Hipérbole
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Representagdo grafica do Latus rectum na hipérbole i i 1.
a
Figura 35 — Latus Rectum na Hipérbole
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Por tanto, os estudos de Apoldnio atravessaram o tempo e se fizeram presentes em
nossa vida. O estudo das Conicas levou a resultados significativos em nosso cotidiano, mudando
completamente o entendimento de algumas coisas. Uma delas, foi sobre os estudos de Johannes
Kepler (1571-1630) que, inicialmente provou que a 6rbita do planeta Marte movimenta-se em
uma elipse, posteriormente demonstrou para o resto dos planetas do sistema solar. Posteriormente
Pierre Fermat (1601-1665), mostrou através de seus estudos, mostrou ques as se¢des conicas
de Apol6nio, podemos ser escritos como equagdo de segundo grau nas coordenadas (x,y). O
estudo das Conicas nado € considerado importante no ensino em geral. E o latus rectum, € um
parametro que nao € discutido em sala de aula pelos professores, provavelmente por ndo saber
a importancia de seus conceitos. Sua importincia é fazer entender a geometria das conicas,
e entender as propriedades destas curvas, as Orbitas dos corpos celestes e as aplicagdes de
engenharia que utiliza essas formas . Podendo ser aplicado em vdrias dreas, na engenharia, por
exemplo, para descrever a forma de lentes ou espelhos elipticos e parabdlicos, que sao utilizados
em sistemas opticos e de antenas. Na fisica e astronomia, pode ser utilizado no estudo de orbitas
elipticas, como trajetdria de planetas em torno do sol, o latus rectum, € uma medida importante
para caracterizar a forma e o tamanho da elipse. Desta forma, é uma ferramenta importante
para estudantes e professores que trabalham com matematica, fisica e engenharia. Para uma
facilitacdo da compreensdo do estudo das conicas e principalmente do Latus rectum, foi utilizado
o software Geogebra, como uma ferramenta de facil manuseio e dindmico Sendo utilizado como
facilitador para compreensdo do conteido matematico explorado neste trabalho, por conta de

facilitar a visualizacdo dos gréficos das curvas estudadas neste trabalho..
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