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RESUMO

Este trabalho apresenta uma breve pesquisa historica sobre a Cicloide, além de uma cons-
trucao intuitiva sobre a curva, trabalhando a definicao e parametrizacao. Esta pesquisa
discute praticas pedagogicas que vinculem os contetdos ao contexto ladico de apresentacao
da Cicloide e nao apenas algébrico como nos livros de calculos. Levando em considera-
¢ao o contexto da Matematica, essa proposta apresenta como problema o pouco interesse
pelo estudo da curva, tendo em vista que seu uso foi deixado de lado pelos mateméticos.
Na conjuntura desses problemas, a proposta pretende despertar a relevancia da Cicloide,
respondendo as seguintes perguntas: como motivar o entendimento da Cicloide? Como
mostrar uma praticidade através de sua aplicagao? O objetivo principal da proposta é
apresentar de forma mais pratica o entendimento da Cicloide. Este trabalho tem como
referéncia os estudos de Boyer (2012), Bustillo e Sassine (2011) e Stewart (2013). Com
os resultados, foi possivel observar que apesar de termos outras formas de calcularmos a
Cicloide, a melhor forma seria com as equagoes paramétricas, pois elas nos traz uma forma
mais simples de calculo da curva. Os resultados também apontam para a praticidade de
construgao no Geogebra.

PALAVRAS-CHAVE: Braquistocrona; Cicloide; Curva; Parametrizacao.



ABSTRACT

This work presents a brief historical research on the cycloid, in addition to an intuitive
construction on the curve, working on the definition and parameterization. This research
discusses pedagogical practices that link the contents to the playful context of presenting
the cycloid and not just algebraic as in calculation books. Taking into account the context
of Mathematics, this proposal presents as a problem the lack of interest in the study of
the curve, considering that its use was left aside by mathematicians. In the context of
these problems, the proposal intends to awaken the relevance of the cycloid, answering
the following questions: how to motivate the understanding of the cycloid? How to show
practicality through your application? The main objective of the proposal is to present
in a more practical way the understanding of the cycloid. This work is based on studies
by Boyer (2012), Bustillo and Sassine (2011) and Stewart (2013). With the results, it was
possible to observe that although we have other ways to calculate the cycloid, the best
way would be with the parametric equations, as they bring us a simpler way of calculating
the curve. The results also point to the practicality of building in Geogebra.

KEYWORDS: Brachistochrone; Cycloid; Curve; Parameterization.
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1 Introducao

Esta pesquisa apresenta um breve historico sobre a curva Cicloide, através de
uma construcao intuitiva para o entendimento de sua definicao e parametrizacao. Essa
discussao trara relevancia para a pratica pedagogica que vincule o contexto de aplicacao
dos contetudos relacionados a curva, apresentando-a de maneira ludica, pois em varios
livros de célculo o seu aspecto ¢ de caracteristica algébrica.

De modo geral, a Cicloide é utilizada na arquitetura, na construcao de pontes,
servindo a ela devido aos arcos, estudo nao mencionados nesse trabalho, mas que mostra
uma importancia significativa. Minhas primeiras preocupagoes eram mostrar os primeiros
matemaéticos que iniciaram os estudos sobre a Cicloide; em seguida pensou-se em mostrar,
através de materiais de baixo custo, como a referida curva poderia ser mostrada de forma
ludica. Além disso, em sua origem, demonstra-se muitas curiosidades sobre as proprieda-
des matematicas e suas aplicagoes, descoberta através de observagoes inclusive em outras
areas de conhecimento.

A partir de entao, comecei a pensar na hipdétese de pesquisar os estudos sobre a
Cicloide, mostrando a comparacgao entre a Cicloide e a Helena da geometria, como assim
era chamada por ter sido cobigada por diversos homens, assim como Helena de Troéia foi
cobicada na época. Essa curva também foi denominada “curva fatidica” no século XVII
por Johann Bernoulli.

Dessa forma, foi pensado em como fazer uma definicao e parametrizacao da curva
através de calculos que demonstrem tal processo. Além disso, mostro as duas propriedades
mais importantes da Cicloide: area da curva e o comprimento de ar. Outro fator impor-
tante para estudo neste trabalho é a equagao cartesiana. Seu intuito é mostrar a diferenca
entre a sua dificuldade, por ser mais complexa, e a paramétrica, a qual é mais simples com
calculos mais acessiveis e elegantes. Além disso, muito importante para a compreensao
dessa pesquisa é a curva braquistocrona, que mostra seu percurso / trajetéria em menor
tempo.

Diante desses aspectos, é importante para relevancia da Cicloide que se respon-
dam as seguintes a questoes de pesquisa: como motivar o entendimento da Cicloide?
Como mostrar uma praticidade através de sua aplicagao?

O objetivo geral da presente proposta didatica é apresentar de forma mais prética
o entendimento da Cicloide. Os estudos tedricos que embasaram esta pesquisa tem como
referéncia os trabalhos de Boyer (2012), Bustillo e Sassine (2011) e Stewart (2013).

Esta pesquisa esté organizada em quatro capitulos: o primeiro aborda o contexto
historico da Cicloide, onde é trabalhado com os principais matematicos que iniciaram o
estudo da curva; o segundo, traz a Cicloide de forma ludica e algébrica; o terceiro, aborda
a braquistocrona que é uma aplicacao da Cicloide; e o quarto capitulo apresenta uma
construcao da Cicloide no Geogebra, apresentando sete passos para o melhor entendimento
da curva.
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2 Contexto historico da Cicloide

A cicloide foi vista pela primeira vez, ainda que de maneira bem rudimentar por
Nicholas Cusa e Charles Bouvalles, ambos eram filésofos e deram suas contribuicoes nas
suas devidas épocas que até hoje sao comentadas e discutidas. Cusa iniciou seu trabalho
com a quadratura de um circulo, e depois de sua morte Bouvalles deu continuidade. Ao
longo do tempo outros matematicos trabalharam com a cicloide, dentre eles destacam-se:
Galileu di Vincenzo Bonaulti de Galilei, Gilles Personne de Roberval, Marin Mersenne,
Blaise Pascal.

2.1 Nicholas Cusa e Charles Bouvalles

Nicholas Cusa (1401-1464), nasceu em uma cidade chamada Kues na Alemanha,
filho de Johan Krebs que era um comerciante do rio Moselle, e sua mae Catharina Roemers.
Ele tinha trés irmaos e saiu de casa para fugir dos maus-tratos do pai que percebeu
no filho mais interesse nos livros do que no manuseio de um remo. Cusa foi para a
Italia, onde ingressou na Universidade de Padua para cursar Direito Candénico; onde
fez amizade com Pozzo Toscanelli, o qual estudava Matematica e Medicina, contudo, se
tornou um renomado matemético e astréonomo. Foi dai que surgiu o interesse de Cusa
pela matemética, dedicando-se a estuda-la por dois anos de sua vida. E neste contexto

que Cusa trabalhou a quadratura de um dado circulo, que depois passou a ser chamada
Cicloide.

Figura 1: Nicholas Cusa.

\. /

Fonte: https : //ptwikipedia.org/wiki/Nicolaugecusa/media/Ficheiro : Nicholas, fousa.jpg

Charles Bouvalles, por sua vez, nasceu em 1471 na cidade de Picardia, Franga,
era de uma familia rica de Bovelles, por volta de 1490 foi estudar em Paris, sendo aluno
do renomado humanista, tedlogo e tradutor Jacques Lefévre d’Etaples. Passados cinco
anos a peste atingiu a Franca, e, em particular Paris; foi nesse periodo que o mesmo fora
obrigado a fugir sem concluir seu curso. Pouco depois comecou a estudar Matematica e
trabalhou no problema da quadratura do circulo, o que lhe rendeu a publicagdo de um
livro, intitulado “Introducao Geométricas”’, sendo a primeira versao em latim. Como este
teve uma boa aceitagao foi traduzido para o francés e para o holandés. Bouvalles morreu
em 1553 na cidade de Noyon, Francga, onde ensinou filosofia até o fim de seus dias.

2.2 Galileu di Vincenzo e Gilles Personne

Galileu di Vincenzo Bonaulti de Galilei (1564 — 1642), nasceu na cidade de Pisa
na Italia, no mesmo ano em que Michelangelo morreu. Seu pai era um musico bem
destacado que se chamava Vicenzo Galilei (1520 — 1591), e sua mae Giulia Ammannati
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(1538 — 1620). Ela teve seis filhos, dos quais trés morreram quando ainda eram criangas.
Em 1572 Galileu e sua familia mudaram-se para Florenca quando ele tinha 11 anos, seu pai
quis que ele estudasse em um mosteiro em Vallombrozo para aprender grego, latim e logica.
Quando retornou a sua cidade natal aos 17 anos em 1581, comegou a estudar Medicina
na Universidade de Pisa, com o incentivo de seu pai. Porém, como ele tinha interesse em
Filosofia e Matematica, em 1581, foi para Roma onde visitou o colégio Romano.

O seu interesse era tanto com a ciéncia e a Matematica que solicitou a familia
para deixar o curso de Medicina e dedicar-se a Ciéncia e a mateméatica. Com 25 anos foi
nomeado professor de matematica da Universidade de Pisa. As suas pesquisas deram a
publicagao de dois livros que sao eles: O Mensageiro Celeste em 1610 e O Experimentador
em 1623, Galileu também fez sucesso no estudo em que ele provou que a Terra girava em
torno do Sol e que o mesmo era o centro do universo contrariando a igreja que afirmava,
que o Sol girava em torno da Terra, sendo esta o centro do universo.

E pelo fato citado acima é que Galileu foi condenado a morte, conseguindo logo
depois o relaxamento da pena para prisao perpetua domiciliar. Para tal, ele teve que fazer
uma confissao afirmando que sua teoria estava errada. Foi nesta prisao que num belo dia
da janela que ele percebeu a roda de uma carroca, a qual despertou nele a curiosidade de
saber qual curva era gerada pela roda da carroga. A partir de entao, é que veio a ideia de
fazer os primeiros testes com placas de metais, nao obtendo exito. Depois ele comegou a
enviar cartas para outros matematicos falando sobre o estudo da Cicloide. Galileu morreu
em 1642 na cidade de Arcetri,Italia.

Figura 2: Galileu Galilei.

Fonte:https : / /aventurasnahistoria.uol.com.br /noticias/reportagem/historia — galileu — dos —

ceus — a — inquisicao.phtml

Gilles Personne de Roberval

Gilles nasceu em 1602 na cidade de Roberval, Francga, seu pai se chamava Pierre Personne
e sua mae Jeanne Le Dru. Ele era de uma familia muito grande que vivia em uma
aldeia, Gilles tinha muitos irmaos e irmas, quando tinha quatorze anos comegou a estudar
Matematica onde um professor reparou que Gilles era diferenciado dos outros alunos e
por esse motivo decidiu ensinar particularmente para ele. Quando tinha vinte e cinco
anos veio a decisao de mudar seu nome, adicionando no final o "de Roberval", ficando
conhecido a partir desse momento como Gilles Personne de Roberval, mais conhecido
como de Roberval. Por volta de 1628 mudou-se para Paris onde fez contato com Claude
Hardy, Claude Midorge, Etienne Pascal e Blaise Pascal. Exceto o de Roberval, todos
estes matematicos participavam do circulo de Marin Mersenne. Com o passar do tempo
de Roberval conseguiu se tornar membro do circulo, possibilitando seu crescimento até
atingir o status de Matematico profissional. Ele alugou um apartamento que tinha dois
quartos onde viveu até a sua morte em 1675.
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A sua primeira contribuicao para o estudo da Cicloide foi com a area sob o arco
da curva, a qual era trés vezes a area de um dado circulo. Isto s6 aconteceu porque ao
chegar em Paris conheceu Mersenne e o mesmo o convenceu a estudar sobre a cicloide.
Entretanto, de Roberval nao publicou seu trabalho e ainda acusou alguns mateméticos
de fazerem plagio.

Figura 3: Gilles Roberval.

Fonte: https : //www.ecured.cu/Gillesqegoberval /media/ File : Gillesqge roberval.jpg

2.3 Marin Mersenne e Blaise Pascal

Marin Mersenne nasceu em 1588 na cidade de Oize, que era uma provincia de
Maine, Franga. Ele era de uma familia humilde e trabalhadora, seu pai era Julian Mer-
senne e sua mae Jeane Mouliére. Mersenne ¢é lembrado na matematica pelo seu trabalho
com Numeros Primos que mais tarde levaria o seu nome, "Numeros de Mersenne". Ele
tinha estudado na escola Jesuita de La Fleche em 1604, depois foi estudar teologia entre os
anos de 1609 a 1611 em Sorhonne. Além de ser Padre Mersenne era matematico, teélogo,
tedrico musical e filosofo.

Figura 4: Marin Mersenne.

Fonte: https : //www.scielo.br/j/ss/a/HV SyzCCT5xPHVV zzkSY gkDL/?lang = pt

Ele estimulou muitos matematicos da sua época e montou até um grupo de es-
tudo que se chamava circulo de Mersenne onde eles discutia muitos artigos nacionais e
internacionais, Mersenne chegou até estudar a Cicloide pois conhecia e admirava os traba-
lhos nao s6 de Galileu mais também de outros matematicos de sua época. Ele conseguiu
definir rigorosamente a Cicloide, todavia, quando partiu para o arco da curva nao teve
sucesso. A partir de entao, veio a ideia de propor desafios para os mateméticos da sua
época, inclusive incentivou os matemaéticos ao estudo da Cicloide; sua contribuicao foi de
suma importancia, depois de ter viajado muito pela Europa retornou para Paris, Franca,
em 1647 onde ficou até a sua morte em 1648.
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Blaise Pascal

Blaise Pascal nasceu em 1623 na cidade de Clermont-Ferrande, Franca, seus pais
eram Etienne Pascal e Antoniette Begon, Blaise era um dos trés filhos do casal. Desde
cedo seu pai teve preocupagao com a sua educacao, visto que Blaise nao tinha mais sua
mae, pois a mesma morreu quando ele tinha trés anos de idade, tendo como irmao Gilberte
e sua irma mais velha Jacqueline.

O interesse pela Matemética veio porque seu pai o levava para os encontros de va-
rios Matemaéticos daquela época; através desses encontros que perceberam sua inteligéncia
e facilidade de aprender, para um garoto que nunca tinha estudado numa escola e nem
lido um livro, pois, foi educado pelo seu pai, essa situagao era diferente e inédita, foi entao
que comecaram a chamé-lo de prodigio. J& com dezesseis anos, ele fez um trabalho sobre
seccoes conicas de Gerard Desargues, e seus trabalhos nao pararam por ai ele também
inventou a maquina de calcular aos dezoito anos. Em seguida, trabalhou com o calculo da
probabilidade e aritmética, com esses trabalhos chegou ao tao famoso triangulo de Pascal
que até hoje é usado em varias discussoes.

Na fisica, Pascal contribuiu com seus estudos para a hidrostatica onde desenvolveu
grandes estudos, inventou a seringa e criou a prensa hidraulica, instrumento que se baseia
em um principio que ficou conhecido como Principio de Pascal: a pressao exercida no
liquido em equilibrio transmite-se a todos os pontos do liquido e as paredes do recipiente.
Em uma noite em 1658, durante uma dor de dente que o impedia de dormir, resolveu se
distrair estudando a cicloide. Milagrosamente a dor melhorou e Pascal tomou isso como
um sinal de Deus que o estudo da matemaética nao lhe desagradava. Tendo achado certas
areas, volumes e centros de gravidade associados a cicloide, Pascal propds meia dizia
de tais questOes aos matematicos de seu tempo, oferecendo um primeiro e um segundo
prémio para as solugoes e indicando de Roberval como uns dos juizes (BUSTILLOS E
SASSINE, 2009). Blaise Pascal morreu no ano de 1662 em Paris, Franca.

Figura 5: Blaise Pascal.

Fonte: https : //www.meteorologiaenred.com/pt/Blaise — Pascal.html
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3 A Cicloide de forma lidica e algébrica

A seguir seré apresentado por meio de demonstragoes algébricas e ludicas, a no¢ao
intuitiva da cicloide, a defini¢ao, as propriedades, a parametrizagao e a equagao cartesiana.

A cicloide é tragada pela trajetoria de um ponto qualquer P, fixo numa circun-
feréncia, que rola sem deslizar, ao longo de uma reta. Curiosamente, esta curva ficou
conhecida por "Helena da geometria"uma vez que, tal como a "Helena de Tro6ia"foi muito
cobicada e disputada por varios homens, também a cicloide gerou varias disputas com ma-
tematicos da época. O matemético Joahnn Bernoulli chegou a chamar-lhe "curva fatidica
do século XVII".

3.1 Construcao intuitiva da Cicloide:

Como ja foi visto, Galileu Galilei ao observar a roda de uma carroga, percebeu,
intuitivamente, que a trajetéria de um ponto fixo na borda da roda da carroga formava
uma curva, a qual ficou conhecida como Cicloide.

Figura 6: Carroga

/f

Fonte: BustilloseSassine(2011,p.22)

Agora, para se obter o desenho da cicloide, de forma ludica e simples, serao utili-
zados alguns materiais de facil acesso bem como observar cinco passos bastante acessiveis.
A seguir, a lista dos materiais necessarios:

e Papelao;

e Tesoura;

e Cola ou fita adesiva;

e Cordao;

e Lapis;

e Palito(dente ou fosforo);

e Régua;

15



Figura 7: Materiais

Fonte:Autor (2021)

De posse dos materiais acima, segue-se 0s passos para a construcao da cicloide:

e Primeiro passo: coloca-se um palito de dente em um ponto qualquer do papelao,
corta-se o cordao com comprimento r qualquer. Em seguida, amarre-se as extremi-
dades do cordao no palito de dente e no lapis de forma que esse lapis gire em torno
do palito sem o cordao enrolar, formando assim um circulo de raio r, conforme as
figuras abaixo.

Figura 8: Construcao. Figura 9: Formando o circulo.

Fonte: Autor(2021).
e Segundo passo: Com o auxilio da tesoura, corta-se o circulo de raio r.

Flgura 10: Clrculo formado. Figura 11: Circulo.

Fonte: Autor(2021).
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e Terceiro passo: Ainda no papelao, traca-se uma reta com o auxilio da régua e em
seguida recorte-a.

Figura 12: Tragando a reta. ‘ Figura 13: Cortando o papelao.

Fonte: Autor(2021).

e Quarto passo: Prende-se a reta de papelao na cartolina com cola ou fita adesiva.

Figura 14: Reta na cartolina.

Fonte:Autor (2021)

e Quinto passo: Coloca-se o circulo de papeldao sobre a reta e em seguida marca-se
com o lapis um ponto fixo sobre a borda do circulo (na circunferéncia). Logo apos,
deve-se fazer com que o circulo role sobre a reta, sem deslizar. Deste modo sera
tragada a trajetoria desse ponto fixo na borda do circulo.

17



Figura 15: Ponto na circunferéncia. Figura 16: Cicloide tragada.

Fonte: Autor(2021).

A curva esbogada de forma ludica por meio da trajetoria de um ponto fixo (lapis)
na borda do circulo, é a Cicloide.

Figura 17: Volta completa.

Fonte:Autor (2021)
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3.2 Definicao e Parametrizacao da Cicloide:

Seja um circulo de raio r, de centro no ponto C e uma reta denominada eixo
das abscissas, e um ponto P pertencente a borda do circulo, ou seja, na circunferéncia.
Chama-se de Cicloide a curva determinada pela trajetoéria do ponto P, ao girar o circulo
no sentido horario sobre o eixo das abscissas, sem escorregar, conforme a figura a seguir.

Figura 18: Cicloide.

15

Fonte: Autor (2021).

Para parametrizar a cicloide, observa-se as seguintes informagoes obtidas pela
figura acima. Tem-se C como o ponto no centro da circunferéncia, P e A como pontos
da Circunferéncia e D a origem do plano cartesiano. Quando a circunferéncia comeca a
girar sem deslizar forma-se um angulo denominado de « ou angulo ACP. Quando o ponto
P parte da origem D, isso significa que « € igual a 0 e quando o ponto P sai da origem e
gira sem deslizar, a distancia DA que se observa tem o seguinte valor.

DA = arcPA = ra

Desta maneira toma-se C(ra,r) como o ponto central da circunferéncia, como a
Cicloide esta sendo formada no plano cartesiano denotamos que as coordenadas para o
ponto P sera o par ordenado (z,y). Conforme a figura acima mostra, tem-se:

v =DA— PQ =ra—rsena = r(a — sena)

y=AC — QC =r — rcosa = r(1 — cosq)
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Com base no que foi visto antes, pode-se definir como equacoes paramétricas da
Cicloide as seguintes equagoes;

r =r(a — sena)
e
y =r1r(l — cosa)
, para

a e R

3.3 Propriedades da Cicloide:

Dentre as propriedades da Cicloide existem duas mais importante, a area sob a
curva e o comprimento de arco. Para melhor denotar a area sob a curva Cicloide usa-se as
equagoes paramétricas. Utilizando-se a Regra da Substituigao com a formula de integrais
definidas para area tem-se:

a= [(wae= [ goroa

Onde, segundo (STEWART, 2013) a area sob uma curva y = F(z) de a até b é
A= f; F(z)dx para F(z) > 0. Como faz necessario o uso da equagao paramétrica, logo
tem-se que; x = f(t) e y = g(t), para o <t < 5.

Através de um exemplo para encontrar a area sob um arco de cicloide que é dada
pelo intervalo de 0 < a < 27, utilizando a substituicao no seguinte parametro tem-se que;
y =r(l — cosa) e de = r(1 — cosa)da, logo obtém-se os seguintes resultados:

A= fOQF ydx

A= f027r r(1 — cosa)r(1l — cosa)da

A= f027r r?(1 — cosa)*da

A=72 [PT(1 - 2cosa + cos’a)da
A =72 fOQF[(l — 2cosar + 3(1 + cos2a)]da
A =r?2a —2sena + Lsen2alg”
A =r?(32r — 2sen2m + 1sen2.2m) - [r3(20 — 2sen0 + $sen2.0)]
A =122 — 2sen2m + $sendw) — 0

A=r*22m) -0
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A= 3nmr?

Pode-se concluir que nesse exemplo a édrea de um arco da cicloide é denotado da
seguinte maneira: A &area é trés vezes a area do circulo que a gera. Galileu conseguiu
conjecturar esse resultado e mais dois matemaéticos da época demonstraram o resultado
da area de um arco de Cicloide, o francés de Roberval e o italiano Torricelli, ambos que
iniciaram esse trabalho.

Agora, no caso do calculo do comprimento do arco de Cicloide, utiliza-se nova-
mente as equagoOes paramétricas e a féormula de integral definida no intervalo a < a < b

COmo a Seguir;
L= [}/ (820 + (@)da
a do do
Utilizando-se a variacao 0 < o < 27 tem-se que;
Z—Z =r(l — cosa) e j—z = rsena

Com isso pode-se demonstrar e calcular o comprimento do arco da cicloide.

2 T
L= [g /(32 + (3)%da

Substituindo com o que ja foi visto anteriormente, tem-se;

L= f027r V/12(1 — cosa)? + r2senada

logo,

L= [ 2m/r2(1 — 2cosa + cos?c + senado

agora obtém-se,

L= fo% V2(1 — cosa)da

Agora por meio da identidade trigonométrica, usa-se sen?co = %(1 — cos2x) para
o = 2z, dessa forma tem-se [1 — cosa = 2sen®(§)] com isso 0 < a < 27, mudando o
intervalo adquire-se 0 < 2 < 7, entdao sen($ > 0. Mediante no que foi dito pode-se

2 2
resolver a integral.

V2(1 — cosa = /Asen?(S = 2[sen(%)| = 2sen(g)
Resolvendo a integral obtém-se o seguinte resultado;
L=2r fo% sen($)da = 2r[—2cos($)[§" = 2r[2+ 2] = 8r

Conclui-se que o comprimento de arco da cicloide é oito vezes o raio do circulo
que a gera.
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3.4 Equacgao Cartesiana da Cicloide:

Para obter a equagao cartesiana faz-se necesséario o uso da equagao paramétrica
e dessa forma deve-se eliminar seu parametro, sendo assim tem-se;

x =r(a— sen(a))
y =r(1 —cos(a)).

Como r # 0 dividi-se ambos os membros da igualdade acima por 7, dessa forma
tem-se uma nova expressao;

S=a- sen(a)

Y
A
. cos(a)

Agora isolando sen(«) e cos(a) segue-se,

x
sen(a) = a — —

cos(a) =1 — Y
,

Como tem r dividindo z e y pode-se fazer da seguinte forma;

roe —x

sen(a) = .

r—y
T

cos(a)

Para melhor definir eleva-se os dois membros ao quadrado com isso obtém-se o
seguinte;

(sen(a))? = (47%)?

(cos(a))?
Assim somando ambos os lados para obter a equacao cartesiana;

sen?(a) + cos?(a) = (25)2 4 (1522

T T

Pelas relagoes trigonométricas tem que sen?(a) + cos?(a) = 1 entdo tem-se;

(5522 4 (522 =1

T
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logo;
r2 = (¢ —ra) + (y —r)?

Como ja havia dito inicialmente que cos(a) = (1 —£), entao isola-se o parametro
« para obter a seguinte expressao;

o = arccos(*=2)

Agora substituindo o « pela expressao que foi definida anteriormente, obtém-se
a equagao cartesiana;

r? = (z — rarccos(:=2))? + (y — r)?

A equacao cartesiana nao é uma expressao elegante, por isso que a mesma nao é
muito utilizada. Além disso, existe a equacao paramétrica que tornam os célculos mais
acessiveis e elegantes.
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4 Braquistécrona, uma aplicacao da Cicloide:

A Braquistocrona foi estudada e descoberta primeiramente pelo mateméatico suigo
Johann Bernoulli(1667 - 1748), em julho de 1696. Foi na revista Acta Eruditorium,
que tinha como fundador e dono o matemaéatico Gottfried Wilhelm Leibniz, Bernoulli
apresentou um problema que logo veio a curiosidade de seus companheiros matematicos.
Esse problema tinha como objetivo determinar qual deveria ser a forma da rampa, de modo
que uma particula faz deslizar do repouso e sobre a influéncia da gravidade passasse o
menor tempo possivel para atingir o proximo ponto inferior da trajetoria.

Leibniz divulgou o problema através de mensagens escritas em cartas para os
melhores mateméticos da época. Varios deles encontraram rapidamente uma solucao,
incluindo Leibniz, bem como Isaac Newton e os irmaos Jacques e Johann Bernoulli. Eles
apontaram que a curva mais rapida era a Braquistocrona que por sua vez deveria ser a
Cicloide.

A seguir, sera apresentado um dos principios da Fisica chamado de conservacao
de energia, que sera muito tutil para o estudo da Braquistocrona. Para tal, usa-se a Energia
Cinética e a Energia Potencial, por intermédio da seguinte féormula:

E,=E.+E,

Sendo,

E, = Energia total;

E. = Energia cinética;
e [/, = Energia potencial;
Agora,

o E.=3mv?

E, = mgh

[ ] Et = 0

Logo, a féormula principal que sera utilizada é a seguinte:
By = 5 mv? 4+ mgh

Onde;

m = Massa;

v = Velocidade;

g = Gravidade;
e h = Altura;

Todavia, como a particula vai se deslocar de um ponto A para um ponto B,
conforme a figura a seguir, como y vai indo para um valor negativo, entao substitui (h)
por (y), resultando na seguinte expressao:
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E, = 3 mv® —mgy

Figura 19: Ponto A e B.

Fonte: Autor (2021)

Através do calculo variacional pode-se demonstrar a curva Braquistdécrona, ou
seja, explicar a sua trajetoria. Ao fazer tal estudo trabalha-se-4 com (x) em fungao de
(y), para facilitar os célculos e assim conseguir diminuir o tempo de deslocamento de uma
particula. Sera utilizada uma fungao estacionaria T = [ dt de modo alcangar o menor
tempo possivel.

Com isso, tem-se T' como funcional e dt sendo o diferencial com relagao ao tempo.
Pode-se agora definir dt = %, onde dS é uma parte do arco da curva que tem por objetivo
descrever a particula, e seja v a velocidade partindo da origem conforme y vai diminuindo.
Dai, tem-se a seguinte equagao:

_ [ds
T= f v
Dessa maneira, obtém-se o diferencial de arco assim;

dS = \/da® + dy? = /1 + (52)2dy = \/1+ (¢/)?dy

Encontrando a fun¢ao da velocidade de conservacao de energia em que se inicia
na origem, ou seja, em 0. Como a particula vai sair do repouso a energia total da mesma
é 0, com isso, usa-se a seguinte formula para definir a velocidade:

2

O:%mv —mgy:>%7ﬂ:gy:>02:29y

Assim, encontrando a velocidade tem-se que:

v =29y

Substituindo a velocidade na equagao inicial obtém-se a seguinte integral:
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\/1+(:): 1+(z?)
T=Jdt= [T =Yy = g5 /5y

Z‘C ex=uz(y).

Por outro lado, é necessario encontrar uma funcao de modo que T seja estaci-
onario. Um caminho possivel é a utilizagao da equagao de Euler-Lagrange, contudo, o
requisito para que essa equacao seja usada é que a mesma possua trés variaveis de forma

Lembrando que 2’ =

explicita, como por exemplo F(z, 2z y) = ¥——— H(‘T . Calculando a derivada com relacao a
T tem-se:

oOF __
ax =0

A seguir, observa-se o processo de derivacao, com relagao a ', da fungao que fora
definida acima, obtém-se o seguinte:

Dada a funcao VIt

N utilizando-se a Regra da Cadeia para derivar, tem-se:

Derivando com relacao a y segue que,

d OF
dy Ox'
A derivada é igual a 0, pois % é igual a uma constante, em outras palavras,
tem-se que:

&1
Joer ¢

Elevando-se ambos os membros da igualdade acima, ao quadrado obtém-se:

(/)2 L1z 2
(V1+@)2)2 (V)
@) 1 _ 2
= @Ry ¢
Fazendo C? = - obtém-se o seguinte
@)? 1 1
1+(z)2 y = 2a

Dai segue-se:




Utilizando a substituicao trigonométrica para melhor resolver essa integral tem-
se:

y = a(l — cosf)
dy = asenf que é igual a y(0)

=

Multiplicando por (1 — cosfl) o numerador e o denominador da raiz tem-se:

Ou seja:

T = f (170050)-((170036’) asend

(14cos)-(1—cosh)

o= (1—cos0)?  enfdf

1—cos20

Como (1 — cos?0) = sen? por defini¢ao, pode-se retirar ele da raiz e também
tira-se (1 — cosf)? da raiz, ficando dessa forma a integral:

r=[ %(wen&w
Cancelando senf resulta na seguinte integral:
z=a [(1—cosh)dd
Integrando obtém-se o seguinte resultado:
x(0) = af — asend
Colocando o fator comum em evidéncia, obtém-se:
x(0) = a(f — send)
Tomando o ponto P na origem do sistema, ou seja, P(0,0), significa que o angulo

0 é igual a zero e que também x e y sao nulos. Para verificar tais informagoes basta
utilizar os resultados obtidos anteriormente, dai segue que:

0=0=z=a(f —sen(@)z=a(0—-0) =2=0
0=0=y=a(l—cos(d) =y=a(l—1) =y=0

Figura 20: P na origem.
y

3

Fonte: Autor (2021)
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Por outro lado, quando o circulo girar sem deslizar, o angulo # sofre variacao,
significando a distancia que o ponto de contato se deslocou da origem para a direita no
eixo horizontal, resulta num cumprimento igual (af), pois, o raio (a) multiplicado pelo
angulo (#) determina o arco do circulo que corresponde ao angulo (6). Mais observa-se que
o ponto P esté atras da projecao do raio sobre o eixo horizontal, obtendo-se tal projecao
a multiplica o raio por sen(f). Dai, encontra-se a equac¢do paramétrica com relagdo ao
eixo ().

Para calcular a componente (y) observa-se que o raio (a) esté projetado na dire¢ao
vertical, por isso deve-se subtrair do proprio raio para obter o seguinte resultado (a —
acos()). Colocando-se o fator comum em evidéncia obtém-se a(l — cos(f)) que é a
segunda equagao paramétrica da Cicloide correspondente ao eixo (y).

Figura 21: Parametros.
y

1:5

0.5

Segmento(A, B)=(aB)

-2.5

Fonte: Autor (2021)

Portanto, a curva construida de forma paramétrica é a que tem a descrigao de um
ponto na periferia de um circulo, o qual rola sem deslizar sobre eixo horizontal, ou seja, no
eixo (x). Com isso, confirma-se que essa curva ¢ a Cicloide. Contudo, a Braquistocrona
¢ uma Cicloide e por curiosidade também é uma isoécrona (Tautdcrona), pelo simples
fato dela permitir que varios objetos, deslocados de qualquer ponto da curva cheguem ao
mesmo tempo no seu ponto final.
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5

Construcao da Cicloide no Geogebra:

O Geogebra é uma ferramenta tecnologica muito ttil na area da Matematica,

possibilitando a construcao de curvas, planos, superficies, solidos, calculos de areas e
volumes. Portanto, a seguir, serd demonstrada a construcao da cicloide no Geogebra, de
uma forma bem detalhada, utilizando-se sete passos bastante simples de realizar:

e Primeiro passo: Criar dois controles deslizantes no icone controle deslizante que

esté localizado na parte superior do Geogebra, sendo o décimo icone da esquerda
para direita. No primeiro controle deslizante nomeia-se como (t), colocando as
seguintes configura¢oes para melhor demonstrar,deixa o valor minimo em (0), no
valor maximo em (30) e para finalizar esse primeiro controle deslizante coloca-se o
incremento com o valor (0,01). Dessa forma obtém-se o primeiro controle. Para o
segundo controle segue os mesmos passos do primeiro, muda-se apenas o nome para
(r) e suas configuragoes ficam assim: o valor minimo deixa em (0), o valor Maximo
em (20) e no incremento o valor de (0,1). Com isso estdo construidos os controles
deslizantes. Mais adiante serd observada a utilidade de tais controles.

Figura 22: Icone do controle deslizante. Figura 23: Controles deslizantes feitos.
€2 GeoGebra Classic - u} X ) GeoGebra Clas =
S A . ‘\5: "/ _4’,‘ E] & Q. = Rl A o~ 8 : ) ..-. &-. NS Q E
222 Controle Deslizante ¢ -
5 o
i ABC Texto -
> M Inserir Imagem =1
[ox] Botao
//® Caixa para Exibir / Esconder Objetos
==1 Campo de Entrada
o "
5 4 3 2 0 1 2 5 Ta aQ
L . _

Fonte: Autor(2021).

e Segundo passo: segue a criagao de algumas fungdes que ajudard na construcao da

Cicloide. Digita-se no campo de entrada as seguintes fungoes: f(z) = r-(x—sen(z))
e g(x) =r- (1 —cos(x)). Em seguida, clica na tecla enter para aparecer as curvas,
logo apos, clica-se com o botao direito que aparecerd uma janela. Nesta janela sera
necessario clicar em exibir objetos para que tais curvas desaparegam, conforme a
imagem a seguir:
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Figura 24: Curvas. Figura 25: Eliminando as Curvas.

€2 GeoGebra Classic - o x €2 GeoGebra Classic - o x

AL OD 4L NS 9C Q

i
B

tt
"N
o
[l

Fungéo g: ry (1 - cos(x))

Exibir Objeto v
Exibir Rétulo v

Exibir Rastro

Renomea 3 i 5 []

Apagar

Fonte: _Autor(20§1)

Terceiro passo: No campo entrada cria-se a Cicloide da seguinte forma; Colocando
o0 nome curva no campo entrada vai aparecera algumas opgoes, deve-se clicar na
primeira que esta escrita assim; Curva|<Expressao>, <Expressao>, <Variavel>,
<Valor Inicial >, <Valor Final>]. Com essas informagoes, agora é s6 seguir o roteiro
a seguir. Na primeira expressao coloca-se f(s). Na segunda expressao coloca-se g(s).
Na variavel coloca-se (s). No valor inicial coloca-se (0) para que a curva inicie da
origem no plano cartesiano. No valor final deixa-se em fungao de (t). Dessa forma
foi criada a curva. veja a imagem.

Figura 26: Curva inicial. Figura 27: Curva Cicloide se formando.
¥ GeoGebra Classic - o X €2 GeoGebra Classic - [m] *
AP OO LN He Q= AL OO 4LN= He Q=
=375 @A Slg : @ t=18.45 @A E3E- =
B N — s | i
r=0 =0
S p—— 4 .—
3 3
2 2
1 . ]
2 1 0| a 2 3 4 5 -] 8 9 4= -3 -2 -1 o|a 1 2 3 4 5 6 7 8 9@\_'
Q
ur -1
s -2

Fonte: Autor(2021).

E importante verificar que quando (t) esta crescendo a curva Cicloide vai se for-
mando.

Quarto Passo: Agora constroi-se um ponto que serd chamado de (P), utilizando o
campo entrada cria-se o seguinte ponto (a) em fungao de (t); sendo que o ponto
aparecerd como (a), porém, o desejado é que aparega o ponto (P), dessa forma
renomeia-se o ponto (a) para ponto (P). clica-se com o botao direito do mouse e
em seguida abrird uma janela, na qual resultara na seguinte imagem.
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Figura 28: Ponto A. Figura 29: Ponto P.

i € GeaGebra Classic _ o x | 2 et o - . -
(R]* <4 DO LN =2 Gle <4 bhoodN =
OC 4 = Sc Q=
7] {=375 Mo~ as: = 7 =375 Wo ~ a%: =
1 B R
Renomear ] |
1 r=0
Novo nome para Ponto A | p .
A
4
T
3
B | o N
2 P
Q ! a
1
- Q
)

Fonte: Autor(2021).

e Quinto passo: Cria-se um ponto no eixo de x da seguinte forma: Utilizando nova-
mente o campo entrada coloca-se os seguintes dados R = (r - ¢,0). Veja a imagem
a seguir:

Figura 30: Ponto P.

L} GeoGebra Classsc — 0 b
AL OO LN Be Q=
5 t=375 .~ (R e
>
- r.=1.1
k|
2 B e
: @,
A a_,
-2 -1 o|a 1 2 3 4 5 -} 7 a8 9
=1

Fonte: Autor (2021)

e Sexto passo: Nesse passo cria-se o circulo que gera a Cicloide da seguinte maneira;
primeiro usando o campo entrada coloca-se o ponto do centro da circunferéncia com
os seguintes dados O = (r-t,r), em seguida clica na tecla enter, com a qual o ponto
vai esta 1a4. Agora que o ponto (O) foi criado, precisa da seguinte sequéncia para
criar o circulo: No icone que fica na parte superior, sendo o sexto da esquerda para
direita, clica e escolhe a primeira opg¢ao que diz "Circulo dados Centro e um de seus
Pontos", com isso obtém-se que o centro é o ponto (O) e que um de seus pontos
localizado na periferia do circulo é (P), conforme as imagens a seguir.
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Figura 31: Ponto O.

PR
€ GeoGebra Classic - o X

€2 GeoGebra Classic

Figura 32: Circulo Pronto.

o X

(R]lA~ AP OO LN Do Q=

Ra~ 2004\ =
| o5C Q= 5 t=315 Qg : &
s =375 Liace : =@ 4 1
A -
3
i t =11 i
2
i 3 .
: | i i
 ; 2 P s i
0 - ] a 1 —
1 ° Q ? j $ ? 4 7 SQ
R a |
D 4 ol@a 1 2 3 Pl 5 5 7 3 > — H

Fonte: Autor(2021).

e Sétimo passo: Agora a criagao do raio da circunferéncia é feita assim; primeiro
localiza-se o icone que fica na parte superior, sendo o terceiro da esquerda para
direita, clica-se no icone que aparecerao as opgoes, dai, escolhe-se a segunda opc¢ao
que esta escrito (segmento), em seguida clica nos pontos (O) e (P), construindo

assim o raio, conforme a figura a seguir.

Figura 33: Segmento de O a P .

7 GeoGebra Classic O x
¥ AL OO LN e
O Q=
5 t=315 @_"‘ B & i =
.
: r=1
-
H 3
| P
[ 2
! 1 -
-2 -1 0| a 1 2 3 - 5 ] T 9 Ly
1 Q

Fonte: Autor (2021)

Desta forma, conclui-se o processo de montagem da cicloide através do Geogebra,
revelando a maneira simples e objetiva de tal construgao. Tal ferramenta constitui-se um
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recurso bastante eficaz para compreensao da curva Cicloide.

Figura 34: Cicloide pronta .

-3

=2

Fonte: Autor (2021)
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6 Consideracoes finais

Este trabalho teve como objetivo geral apresentar de forma mais pratica o enten-
dimento da Cicloide. Para isso, foi trabalhada sob viés de uma construgao intuitiva sobre
a curva, trabalhando a definicao e parametrizagao.

O interesse em analisar esta temética surgiu a partir do momento em que comecei
a analisar os parametros da curva e perceber, por exemplo, que a curva pode ser gerada
através de uma roda de uma carroga com um ponto fixo. Apesar de considerar que boa
parte desta pesquisa precisaria de uma anélise mais exploratoéria, considero que as leituras
e entendimentos sao muito importantes para a formagao de um professor de Matemaética
e sua pratica pedagogica.

Nessa perspectiva, consideramos que as praticas pedagodgicas que vinculem os
contetidos ao contexto ludico de apresentacao da Cicloide, sao tao importantes quanto
os algébrico demonstrados nos livros de célculos, mas que os lidicos apresentam uma
dinamica e facilita o ensino-aprendizagem da curva.

No que concerne aos teodricos recorri aos estudos de Boyer (2012), Bustillo e
Sassine (2011) e Stewart (2013), além de outros.

As perguntas de pesquisa podem ser respondidas através dos seguintes posicio-
namentos: o entendimento da Cicloide pode ser visto através de uma construcao ludica
com materiais manipulaveis de baixo custo e também através do aplicativo Geogebra que
traz um grafico mais aperfeicoado. A praticidade através de sua aplicacao vem por meio
do uso da equagao paramétrica que nos propoe uma facilidade ao determinar a curva de
menor tempo.

Com os resultados, foi possivel observar que apesar de termos outras formas de
calcularmos a Cicloide, a melhor forma seria com as equacoes paramétricas, pois elas nos
propoem uma forma mais simples de célculo da curva. Os resultados também apontam
para a praticidade de construcao no Geogebra.

Por fim, acredito que esta pesquisa pode auxiliar outros professores em seus es-
tudos em sala de aula, além disso, estimula outros estudantes a pesquisar mais sobre a
curva.
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